ESTUDIO ALGEBRAICO DE CIERTAS LOGICAS NO-CLASICAS
MEDIANTE PRODUCTO DE ALGEBRAS

Manuel Fidel y Diana Brignole

INTRODUCC ION

De la misma forma que el A4lgebra de Boole ha servido como
instrumento algebraico para el estudio de la légica cldsica, en
los ultimos afios se han introducido y estudiado una gran variedad
de algebras con andloga utilidad para el estudic de légicas
no-cldsicas. Una sintesis general de tales estudios se puede
encontrar en Rasiowa (3).

En estas teorias se encuentran muchas semejanzas y analogias,
lo que sugiere la existencia de principios o métodos unificadores
O mas generales. Una tal posibilidad se 1le ha presentado al
primero de los autores al estudiar en forma algebraica un
sistema proposicional de Nelson en (1), utilizando pares de
elementos de un &lgebra de Hevting.

Se ha visto asi que seria posible utilizar n—-uplas de 4lgebras
conocidas para e; estudio de ciertas 4lgebras originadas por
légicas no—clasicas, con claras ventajas técnicas.

Comenzaremos aqui con uno de los ejemplos mas simples, las
Adlgebras de Morgan (o pseudo—boolean como se denominan en
Rasiowa (3)). Veremos que el estudio de estas adlgebras - que
sirven de base para muchas otras - es equivalente al de pares de
elementps de un reticulado. Ademas, muchas de sus propiedades

algebraicas son reducibles a propiedades de reticulados, siendo
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1as demostraciones de gran sencillez.

Podemos considerar nuestras algebras producto como  una teoria
alternativa a las Aalgebras de Morgan, o como un camino para probar
facilmente resultados en estas ultimas, o bien para hallar
resul tados heuristicamente.

Esperamos que los Eonceptos que se introducirdn a continuacioén
serdn aplicables en forma andloga a otras estructuras algebraicas

de motivacién légica.

1. DEFINICION DE P-ALGEBRA DE MORGAN

Definiremos aqui las estructuras algebraicas que son el objeto
de nuestro estudio.

Definicion. Sea R un reticulado distributivo, con las operaciones:
~ (infimo), + (supremo) ¥y con O (primer) y 1 (Ultimo elemento).
Sea R” el reticulado R con el orden dual. Un &lgebra pfuducta de
Morgan, o més brevemente, una P-Algebra de Morgan, es wn

subconjunto ne vacio, M , de R x R* » tal que:

1) (0,1),(1,0) € M. |

2) 8i (xl.xz) € M, entonces (xz,xi) s M.

3) 8i (x&,xg),(ys,ya) € M, entonces (N*A Yo%,V yg) s M.
Es natural, dados xa(xi.xz) ’ y=(y1,ya) a M, definir las
siguientes operaciones:

a~ HE(H o0 )
( 2’y

X
>
~

H]

(N; - Y*! xz ~ sz)

X vy = (x‘ v Yo ¥y A yz)

y definir las constantes: 1=(1,0) y 0=(0,1),
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Observacion. La definicién de F-Algebra se podria enunciar mas
simplemente de esta manera: Sea R un reticulado. Considerando en
RxR* las operaciones como se indica mas arriba, una P-Algebra es
un subreticulado X de RxR* tal que si (Xx’xz) € X , entonces
(xz,xi) e X.

Hacemos notar gque no necesitamos postular ninguna propiedad para
nuestras operaciones.

Observamos también que nuestra definicidn no significa pérdida
de generalidad con respecto a la de Algebra de Morgan, vya que en
las F-algebra no se utiliza mds que el concepto de reticulado,
mientras que en la definicidn de Algebra de Morgan se utiliza el
concepto de reticulado con operaciones y propiedades adicionales.

Veamos algunos ejemplos sencillos de P-algebra de Morgan:
1 1 1

(%] ]

todas ellas subreticulados de

»* - .
RxR como se verifica fAcilmente.

[
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2. EQUIVALENCIA ENTRE P-ALGEBRAS Y ALGEBRAS DE MORGAN.

= s e EtnlSR ————eee . —

Veamos ahora que puede establecerse wuna eqguivalencia entre
nuestras P-algebras y las Algebras de Morgan. Fara ello recordemos
la definicidn de algebra de Morgan o "quasi—boolean algebra" (ver
Rasiowa (3), Monteiro (2)).

(A, 1, A; v, ~) se dice un algebra de Morgan si (A, 1, ~, v} es
un reticulado distributivo con primer elemento: 1, vy ~ es una
operaciédn unaria gque satisface las condiciones siguientes:

~ A~ a = a

~ ({avb)=~aan~p»0b

Comencemos viendo que toda P-algebra es un algebra de Morgan.
Sea A una P-algebra, como las operaciones de A~ ¥y v en A son las
operaciones propias de un producto de reticulados distributivos, vy
como A es un subreticulado del producto, concluimos que A es un
reticulado distributivo.
lLas propiedades de la negaciéon se verifican trivialmente. FPor
ejempla,
dado % € A, ~ ~ X = ~ ~ (xi;xz) = o~ (Mz’x1) = (% GaM ) = M

1’72

Es claro gque ¢ = (0,1) v 1 = (1,0) son el primer v Gltimo
elemento de A.

Para la reciproca, vamos a establecer una representacidn en la
cual toda algebra de Morgan puede sumergirse en el producto de dos
reticulados con las caracteristicas indicadas en la definicidén de
P—-4lgebra. Esencialmente la representacidn consiste en asignar

coordenadas a cada elemento del algebra de Morgan A.
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Para la demostracién utilizaremos la funcién ¢ ( que Rasiowa
denomina quasi-complementacién) definida sobre la familia de los

filtros primos de A por: p (P)= A ~ (~ P), donde ~ P ={~ x: x e PJ}.

Para mas detalles ver Rasiowa (3). En lo qQue sigue utilizaremos
con libertad las propiedades conocidas de los filtros primos de un
reticulado distributivo.

Deseamos hacer notar que no es necesario el uso de esta funcidn
en el estudio de las P-4lgebras que haremos posteriormente, pero
este trabajo aclarard el significado de dicha funcién.

Sea ﬁh una familia de filtros primos de A tal que znu P (2&)
coincide con la familia P de todos los filtros primos de A. Sea I
tal que card(1)=card($n). Podemos escribir entonces $n= { Pi%@n .
Sea R =,LnaRi, donde R_l={0,1}, para todo iel.

Definimos f : A—R x R por:

fO0= ((x),(x7)), donde para todo iel, x;=1 sii xeP, x’=0 sii
X &€ p (PL).

Entonces:

1) f es biunivoca.

2) f(xay) = f(x) A f(y)

3) f(~ x)= ~ f(x)

4) fixwy)= f(x) v f(y)

S) f(1)= ((1),(0))

Verifiquemos 1) a titulo de ejemplo.
Sean f(x)=(x‘,x2), f(y)=(y‘,y2), con x>y,

Si x*y existe P € P tal que xeP, yeP. Dado P, & Peﬂn, o p(P) e ﬁn
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Si FP=F e gn, entonces xi:l, y:=0 y por lo tanto «x # Y .
i :

AnAdlogamente si P=p(PL) € o (ﬁn) s resulta xz# Y, En cualquier

casao, fi(x) = f(y). e !;,
Observacidn 1: La representacién anterior no es unica, dependiendo
de la familia 1% de filtros primos gque se elija.

Observacion 2: Una tal familia ﬁh existe. Basta tomar P.

De ahora en adelante nos ocuparemos de P-algebras de Morgan.

3.FILTROS. HOMOMORFISMOS. REPRESENTACION.

Sea A una P-algebra, AERXR*, para un cierto reticulado
distributivo R.

Observemos que, como conjuntos, proyl(A) = prDyz(A).
En efecto, sea % € proyi(A). Luego existe x=(k1,x2) e A&, de donde
~ x=(x2,x1) € A, v por lo tanto, ® & proyZ(A). La otra inclusidon
resulta en forma analoga.

Veamos que proyi(A) es un subreticulado de R. For ejemplo,

verifiguemos gque si R sV € proyliﬁ), entonces x1Ayle proyl(ﬁ). En
efecto, sean x=(x1,xz), y=(y1,y2) e Fi. Entonces
RAY = (xiAyi,xzvyz) € A, v por lo tanto XiAY1= proyi(xAy) e A.

De lo anterior resulta que podemos suponer sin inconvenisntes
que, como conjuntos, prDyi(A) = prDyZ(A) = R. Diremaos en este casoc
que R es el reticulado base de A, & que A es una FP-algebra de base
R.

Veamos algunas propiedades de 1los filtros primos en una

FP—-algebra.



1. Todo filtro primo P puede escribirse como P=A4 N (P‘x 11) donde
Pt=proy1P, Ii=proy2P (y donde por lo tanto, P‘ e 11 son
regpectivamente un filtro primo vy un ideal primo de R).

Veamos que A N (Pix 11) c FP. Sea x=(x1,x2) e A N (P1XI1)’ es
decir, (xi,xz) € Ay x‘e P1=proy1P, xze 1=proy2P. Luego existen
(x‘,yz), (yl,xz) P, y por lo tanto, de (xt,yz) < (x‘,O) y
(yi,xz) < (1,x2) resul ta (xi,O) € P y (l,xz) e P, v por 1lo tanto
(xl,O) A (l,xz) = (xi,xz) € P, por propiedades de filtros primos
en un reticulado. La otra inclusidn es inmediata.

2. Todo filtro primo P puede escribirse como

P=(A N (P1x RY) m (A N (R x 11))
donde R es el reticulado base de A.
Inmediato a partir de la propiedad anterior y teniendo en cuenta
que (Pxx R) n (R x Ix)= P1 x I‘.
3. Dado un filtro primo P, ¢ F = A N (P1X R, 6 P=8&an (R x Ii).
Inmediato de lo anterior, por una propiedad conocida de los

filtros primos.

4. Dado un filtro primo P, si1i F= A N (Pix R} entonces

p(P) AN (R x CPi), y 8i P= A "N (R x 11) entonces

]

p(P) A N (Cllx R) (donde CX = R-X).
Consideremos en primer lugar F=A N (Pix R} .
Entonces x=(x1,x2) € p(P) sii (xi,xz) e ~ P sii (xz,xt) e P sii
(X ,%x ) @€ Px Rsii x_ &€ F s11i (x ,2 ) € AN (R x CP ).
2”1 1 2 1 17 2 1
El otro caso se demuestra en forma andloga.

La propiedad anterior aclara el rol de los filtros primos P vy

e(P) en una P-Algebra.



Observemos ahora que si A es una F-algebra de base R, vy g:R—R’
es un homomorfismo de reticulado, entonces h=(g,g) determina una
imagen homomérfica de A. Esto es, que h(A) < R'x(R')* es una
P—-&4lgebra que es homomorfa a A. Esto noiimplica, por supuesto, gue
si A Yy A son P-4lgebras de base R y R’ respectivamente, vy R y R’
son homomor fas, sean A y A& homomorfas.

Probaremos que todas las im&agenes homomorficas de una FP-algebra

se pueden obtener de este modo, es decir, mediante los
homomorfismos de la base a través de la correspondencia:
he—(g,qg} .

Sea entonces h un homomorfismo, h:A—A", donde A vy A’ SOn

F-&lgebras de base R v R’ respéctivamente.
Y sea P ={P: P=h '{ @ ), Q: filtro primo de A }.
Si P &€ P, entonces F es un filtro primo de A, y por lo tanto
P= A M (PixR) 6 P= A N (Rin), de acuerdo a una propiedad
anterior.
Sean In={P1: P=A M (PixR), F e P, 1&={C11: P=A N (RxIl), P e ;3
La familia de filtros primos ﬁh determina un homomor fismo 9, de
reticulado entre las bases R y R’'.

En efecto, definiendo xlzy1 si Y solo si xi, y1 pertenecen a
loé mismos filtros de la familia ﬁn, se tiene una relacidn de
congruencia que origina uwun homomorfismo g,: K =Y =11
g,(x )=g ty ).

En forma anAdloga la familia de filtros primos $Z determina un
homomorfismo g, de reticulado. Veamos gue 9= 9,- Es suficiente

2

. probar gue $n= mz'
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En efecto, sea P1 e 1&, entonces existe un filtro primo P de A tal
que P= A N (Pix R). Luego P'= A n (RxCPt) es también un filtro
primo de A Yy escribiendo Il= CP1’ se tiene P1 = ﬁa. Es decir,
ﬁks 22 s ¥ 1la otra inclusién se prueba de fofﬁa analoga.
Escribiremos 9,= 9,= o-

Observemos que
1. hix)=h(y) s5i v s0l0o 8i X e v pertenecen a los mismos filtros
primos P, por propiedad de homomorfismo de reticulado.

2. Si hi{x)=h(y), siendo x=(x‘,xz), y=(y1,yz) entonces g(x1)=g(y1).
En efecto, sea x € P1 y P;e 2&. LLuego (xi,xz) e P=A N (Pix R).

De h(x)=h(y), por la propiedad anterior, resulta vy e P y por lo
tanto yie Ps' Es decir, X, s y1 pertenecen a los mismos filtros de
ﬁn. Luego g(xt) = g(yl).

3. 8i h(x) = h(y), siendo x = (xi,xz) »y ¥ = (yi,yz)
entonces g(xz) = g(yz).

4. Si g(x1) = g(y‘) y g(xz) = g(yz) entonces h(x) = h(y).
Supongamos por el absurdo que h(x)#h(y). Entonces existe P tal que
X e« P, vy « P, siendo, por ejemplo, P= A n (P1x R). De x e P
resulta que x € P1 y de y & P resulta que Y, = P1'

Luego g (x‘) = g(y‘)-

Finalmente veamos que si A’ es una imagen homomérfica de A por
medio de h, entonces la imagen homomérfica A°° de A por medio de
(g,g9) es isomorfa a A’.

Definimos f:A’'— A" como sigue:

Dado x° € A, existe x=(x1,xz) € A tal hi(x)=x’. Entonces definimos

f(x')ﬂ(g(xl),(xz)) e A".
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Veamos que:
1. f estad bien definida.
En efecto, si existe un y=(y1,y2) tal que hiy)=x", de hi{x)=h(y)
resulta g(x1)=g(y1), g(x2)=g(y2) por propiedad aﬁterior, luego
(g(xi),g(xz))=(g(y1),g(y2)).
2. f es un homomorfismo.
3. 8i f(x')=f(y’') entonces x =y’
En efecto, si f(x)=f(y) entonces (g(xi),g(xz))=(g(y1),g(yz)), de
donde g(x1)=g(y1), g(x2)=g(yz), y por lo tante h(x)=h(y), esto es,

x' =y’ , por propiedades anteriores.

Corolario: Toda imagen homomérfica de una P-algebra A con base
RApuede obtenerse como restriccion a A de las imagenes
homomorficas de la P-algebra RAx R:.

En efecto, es claro que restringiendo a A las funciones que dan
las im&genes homomédrficas de RAx R: s obtenemos imagenes
homomérficas de A. Sea ahora B una P-4lgebra con base Ra’ imagen
de A par un homomorfismoa h.

Como se indicé, es posible construir un homomorfismo de
reticulado g:RA——+ Rn' Sea f:RAx R:——» RBx R: definida por
f(xl,xz) = (g(xi),g(xz)), para todo X oaX, € RAx R:.

fs claro que mediante f, Rnx R: es una imagen homomdrfica de

RAx R:, y que la restriccidn de f a A es el homomorfismo h dado.

Observacidn: Se verifica fAcilmente que si h = (g,g) es un

homomorfismo, h es un isomorfismo de P-algebra si y solo si g es
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un isomorfismo de reticulado.

Observacion; Las Unicas P-Adlgebras irreducibles, es decir que solo
poseen imagenes homomérficas triviales, son las subélgebras de
'Tb= {0,1} x {1,0}.

En efecto, de acuerdo al teorema anterior para que una
P-adlgebra no tenga imagenes homomérficas propias es necesario vy
suficiente que su reticulado base no las tenga. Por lo tanto, vya
que {0,1} es el unico reticulado simple, dicha P-~algebra debe ser

subdlgebra de {0,1} x {1,0}.

4. P-ALGEBRAS LIBRES DE MORGAN.,

Definimos a la P-dlgebra engendrada por un subconjunto G de un
producto RxR., siendo R un reticulado, como la menor P-Algebra de
RxR* que contiene a G. La indicaremos por la notacién; M(G).

§i con R(G) indicamos el reticulado engendrado por 6 en RxR ,
veamos que M(G)=R(6 U ~ G), donde ~ G={(gz,g1);(gt,gz) e B}.

1. M(G) es un reticulado que contiene a 6 U ~ G, luego
R(G U ~ B) & M(B).

2. R°"=R(G U ~ G) es una P-algebra de Morgan.

En efecto, como R’ es un subreticulado del reticulado RxR., basta
probar que si (x1,x2) € R’ entonces (xz,xt) € R’.

La propiedad es valida para 6 U ~ B, Yy si z2 = xay = (zi,zz),
x=(x‘,xz), y=(y1,y2) € 66U~ B

entonces (zz,z‘) = (xzv yz, X A y‘)= ~ X wvayeR.

3. M(B) € R(6 U ~ G). Inmediato de lo anterior.
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4. M(B) = R(G W ~ B).

Observacidn: Fuede probarse que si X=M(G), H un reticulado tal que
proyi(X) < H, Gi= proyi(G), Gz= proyz(G), entonces H = R(61U Gz)

implica H = proyi(X);

El concepto de P-algebra de Morgan libre se define de la manera
usual, y son validas sus propiedades habituales, por ejemplo
unicidad.

Veamos ahora como construir las P-algebras de Morgan libres en
base a los reticulados libres.

Sea n un cardinal finito o numerable. Sea LR un reticulado con
un conjunto de generadores GR de cardinal 2Zxn, s1 n es finitog a)
n, si n es numerable. En cualquier caso, sean

6= { g e Gn= n indice impar 7

G = { g, < G : n indice par > O }

R
GR . Sea 6 = Gx 6 .

t

Es claro que 6" 6 =8 , BU B
i P P

Entonces card (EL) = card (Gp) =n , GL= proyi(G) . Gp= prQyZ(G).

Sea ahora L la P-Algebra de Morgan engendrada por G en LRx L: .

Luego L = M(G) vy Ln= proyi(L) por lo dicho anteriormente.

Teorema: Si LR es el reticulado libre engendrado por GR « Eentonces
L es la P-Algebra de Morgan libre engendrada por el conjunto G.

Demostracitdn: Sea f una aplicacidén de G en una P-algebra de Morgan

Y de base Yn'
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f induce una funcidn fR de GR en Yn de la siguiente manera:

fn(gt) proyt(f(g))

H

fn(gp) pruyz(f(g))
donde g = (g‘,gz) e 6

a_ ) para

fn esta bien definida ya que hay un unico par (g 2n

2n-1"
cada natural n > O.
Como LR es el reticulado libre, existe un homomorfismo de
reticulado h de L_en Y_ que prolonga a f_.

R R R R
Definimos entonces una aplicacién h de L en Y por medio de:

hix) = (hn(x‘),ha(xz)) s para todo x=(x1,x2) € L.

Es claro gque h estd definida sobre L y que es un homomorfismo
porque hR lo es. Ademés, h prolonga a f, vya que
h(gi,gp) = (hR(gL),hR(gp)) = (fR(gi),fR(gp)) = f(gi.gp) ’
donde 1 = 2n - 1, p = 2n.
Veamos que h(L) &€ Y. Para ello consideremos el conjunto
L ={xelL, hi(x) € Y . Entonces
1. 6 €L’ , como consecuencia de gque h prolonga a f.
2. L’ es una subalgebra de L, consecuencia de que h sea un
homomor fismo.
Por ser L = M(G), es L = L', vy por lo tanto h(L) € Y. Luego, L es

el modelo libre con un conjunto G de generadores de cardinal n.

Observemos que la reciproca del teorema anterior no es cierta, vya
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que el modelo de Morgan libre con un generador

1
gv~g
=] ~g
ga™g
(o)

se puede representar como un reticulado base:

(1.0)
i . {1,c)
9, Q, visto que: (9,59,) < >> (g,,a)
,v"//
c (c,1)
0 (0,1)

y aunque este reticulado base esta engendrado por { g9,-9, ¥« NO es
el reticulado libre con daos generadores.

Es interesante observar que si LR es libre, entonces L vy LR son
isomorfos como reticulados. Para eso veamos que proy1 eé un
isomorfismo de reticulado. Ya sabemos que es una aplicacidn
suryectiva. Se ve que pr°y1/6u~6 es biunivoca va que hay un unico
par (g2wd,g2n) para cada n.

Luego existe la inversa: proy{d: GR~+ L.
Como LR es un reticulado libre, existe un homomorfismo h que

prolonga a proyii.
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Para probar que proy1 es biunivoca, basta probar que h.proy1 es
la identidad. Para eso sea L' = { x € L, (h.proyi)(x) = X Y.
Veamos que:

1. 6ua~ G ecL

Sea g € G. Entonces (h.prnyl)(g) = h(gp) = proy;ﬂ(gp) = g.

En forma andloga se prueba para ~ g € ~ BG.

2. L’ es un subreticulado de L, lo que resulta de ser h vy proy,
homomor fismos.

Como L = M(B) = R(G v ~ B) eslL =L". Y por lo tanto, h.proy1
es la identidad.

2. CONCLUSION:

Solo hemos indicado aqui los rudimentos de la teoria de las
P-algebras. No hemos considerado sus aplicaciones. Los resultados
son muy simples. El1 teorema de mayor complejidad, el de
equivalencia, no es indispensable en la teoria y solo se ha
demostrado para vincular la teoria previa y la nuestra.

Resta el desarrollo de la idea en muchos otros casos de las
légicas no clasicas (trivalentes, n—valentes, etc) y el
significado légico de la utilizacién de un producto de algebras en
logicas algebraicas no cldsicas. Por ejemplo, al considerar pares
en una asignaciéon de valores de verdad, estariamos asignando

valores independientes a una proposicién atédmica y su negacidén.
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