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1. INTRODUCCION

La transformada wavelet (o en ondelettes) posee remarcables propiedades que
la convierten en una poderosa herramienta en el campo del anslisis funcional ¥
en otras Areas, puras o aplicadas. Diversas variantes de la misma pueden im—
plementarse segun el problema a resclver. Transformadas continuas o discretas,

wavelets oblicuas u ortogonales, son algunas de estas opciones.

consistente con traslaciones,. en su doaminic. T

s

de vista numérico y computacional el emplso de transformadas discretas, por 1o

cual se presenta el problema de compatibilizar adecuadamsnie discretizacian ¥

consistencila. Baio esia perspectiva, pasaremos una rapida revi

posibles opciones y propondremos finalmente una itransformada discretia,
da a wavelsts ortogonales, gue verifica una condicidn mas d8bil de consisten-
cia, pero suficiente para aplicaciones numéricas.

Dada la brevedad de este irabaio. exsondremcs sélo concepios ¥ resultados
fundamentales. Asimismo, s&lo daremos 1a compleia demostracidn del tecreme que
fundamenta la transformada propuesta. Fara mayvores detalles puede consultarse
la extensa bibliografia existente [13-[&1.

Denctaremos los siguientes operadores, de trasfacidn y dilatacidr como:

?bf(x} = f{x-b} 3 Tbg{x,y) = g{x—b,v} {1}
. 122 . -
D rix) = | |fix/a) . a= 0 ()
A
. —1,2, . S V- I -
DT fix) = 'a Ir(xfa—b) 2 7D Fixd la < I?{{x—&;;a} {3}
a b b a

. 2 . . L
Dado %, un subespacic de L"(R), una representacidn de % en el dominio tiem—

po — frecuencia (X,2) se define por una adecuado operador [4]:

R s — K

o~
Ly
Nt

donde X, imagen de € por R, es un espacio de Hilbert de funciones realss o
compleias definidas en un subdominio de {X,0).
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Dado un grupo (A,+), A £ R, una representacién R de ¥ se dice invariante

en A si para todoc A € A y f € % se verifica:

= 5
RTKf TKRf (3)
2. TRANSFORHADA WAVELET CONTINUA
Dada una wavelet y & L1(R) M LZ(R), admisible en el sentido afin [4], con
]| = 1. definimos la transformada wavelet continua por:

<

2 N 2 2., . (=2 - -
Hw : LR}y —» L7 (R} H HW fia,b) < r,Dawa > (&)

Tal transformacidén es una isometria y existe formula integral de inversidn
[41. Para w real, definimos la representacidén natural aseciada a y COmMO Sigue,

suponiendo que yw esta localizada en X, ¥ |w| en w . en el dominio {X.(}:

-
~l
[

R; Flxow} = H_:; Flafwl bix,w))

ton a{w} = w/w ¥y B{x,w} = xw/w -x ,x € R y w * 0.
o ; o o
Claramente esta representacicén es invariante por traslacionss en R, es de-
cir verifica ecuacidn (3) para todo A e [F. El emplec de
nua en analisis de sefales se roaliza comunmente eligiendo  adecuadaments la

wavelet w (sombrero meiicano, gaussizna modulada, eic), computandcla en una

red discreta (e ,b ', que asegure completitud, e iaplementandc un algoritamo de

Lo

k
interpolacion local [7].

3. TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA

Una red discreta de paramstros (¢ ,bk} puede definirse a parilr de numercs
17k
s : N i} . -
positives @ b 4 tomando @ =a. , & = kD con i,5 « Z. Denclamos @

o’ P < I © o /

. T oy —yr2 . = ; s

w o fx} =80 T wixl =T a wia “x-b (&8)

#_)k‘ o b,%‘ Q i O k b
J k

. . . . - 2. . . - .

51 la familia { v cJ.k e & 3 constiiuye una Trame en L {[F; (4], definimos la
j L

transformada wavele? disoreta asociada a w @

d 2 ;=2 N P N .
o LUTiR — fzaZ ) 1 H OF{d.k} = 5 Fop > {97
W ¥ 1k
En tal casg, tomando x = (¥ _+b jo y w = w 7a , definimos la represen-—
ik o k 3 o )
tacidn natural asociada comn:
d . ; I S A
R Ffix ,w.} =8 ¥F{ik]} {13
W ko 4 )

Observemos que, dadc A € R , i =« Z2 1la definicidn de invariancla 1mpone que

riante por traslaciomes s5i A # {{J. Esta dificultad induce a algunos autores a
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evitar el eampleoc de transformadas discretas y en particular el usc de opases
ortonormales de wavelets, prefiriendo las transformadas continuas. Una opcién

intermedia la constituye la llamada transformada semidiscreta o diddica, que a

continuacidédn describiremos.

4. TRANSFORMADA WAVELET SEMIDISCRETA O DIADICA
Una wavelet admisible y se dice diddica si :
o)

) WP |2 =1 cte. (11)
§5-c0

en tal caso, sea el conjunto de parametros {E—J,b) je ., b=k y denotemcs:

v (x) =D T wix) =2%y2 x-5) (127
jb -j b
2
Fara cada J = 2 definimos:
i L2(R) — L2(R) 3 W f(b) =< fow, > (133
] Je

¥y la transformada semidiscreta o diadica se define coma:

W3Fcib) = B Fib) (14}
w j

. dc : .
Denotemos ahora % al rango de #w Y eaunciemos una fundamental propisdad:

Teorema 1.
N

lim z CHFMgy =< F.g> para toda fog = L2(R) (1
N4® j=-N ’

Pk
.
L

- . irs dz . 2 N
En otras palabras, X es un espacio de Hilbert vy # 7 es una isometria de L7 (F)

en X. De lo cual se desprende la farmula de inversion:

o - . 2 \ : . . . :
Teorema 2. Sea { o (x}, n e N € L"([R} ura aproximacion a la identidad con
ia}

B

e {(-x} = p (x} para tade x , n. Entonces:
2l 1}
. s - - = 2 N .
lim | £ -7 || = 0 para toda ¥ = L“(F) , donde
n
>0
o o
F (%) = J ¥ fiB) (o % w ) (xi db 14
n J n b
15w ~ow

Mo daremos aqui las demeostraciones de estos teoremas.
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La representacidn natural asociada a esta transformada es:

d d R N
RES fix,w.) = 8 “CF(J,2'%x ) (17)
Yy I Y o
donde wj = 2"0)0. Por otra parte, se desprende inmediatamenie que:
RY¥r £ = 7.R%F  para todo A e R (18)

PN A

Es interesante notar que de la formula (16) se deduce :

T

s3] ’ . .
e . R 2 L. .
[j WoFeb) w (x) db| = |wzw)|? Frw) (19)
J Jb
- Q0

con lo cual se ilustra la accion de Filtrade de la transformada.

Comentemos que a partir de la definicidn (17), se desarrolla en rsl otra

. R . d= R

representacion, denominada fero-cressing, basada en los ceros de RW . Téconicas
que la emplean son aplicadas en procesamienio de imaAgenes.

Observemos también, que si w 25 una mavelst spline ortogonal [1], de crden

m impar y dado gue podemos escribir la formula {(14) como:

BOF(b) = (Fhy (2 '8}
J ]
ket
con w{x} = w{-x}, la represantacidn (17} para cada 7 fiio resulia en Spiines
J J .
. ..~ - {3+ R - -
de orden Zm+l, con nodos en £ si § < ¢ ¥ en 2 Z para § = T, por lo cual

gueda completamente determinada =n una subred discreta. Tal diccreitizacidn, ==

invariante por traslaciones sn 2, resiringida a ;7 = Do

gieren otras posibilidades y variantes en la transformada wavelel, como iz

propondremcs en la prdxima seccidn.
5. TRANSFORMADA DISCRETA INVARIAMTE POR TRASLACIONES EN Z
Sea y una wavelet admisible y tal gue con la nctacidn definidas en (8] ¥ pa-

para do = 1/2, la familia { w .k = Z 7 es una base orionoramal de L {R;},

=5
3k
asociada a un andlisis muliigradual V¥ [1i]. Denclaremoas FO 2l subespacio funda-

mental generador de V. Definiremos a continuacion una frame en Vo, invariante
por traslaciones en Z. Sea la coleccidn de wavelets atenuadas:
— r,s-l/z

@jk(x} =257 D wix) = 2plix-k)) L, ie?Z L,keZ {213

Claramente, esta familia es coamplsta en VO. Definimos ahora la transformada:s

o
[}
[

® O e oy o -
H@ TV, - £ {Z{o x Z) H w‘p fii,k} =< T,qo.jk >

y la representacidn natural de V_ asociada :
(8]
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o _ .0 . . -
Rp f(k,wj) = HP (i k) i e 2(0 s k€ 2 {23)

Observemos que hemos refinado la red discreta de la representacién asociada a
la base ortonormal a la subred (2,0 ) para j < 0 y por otra parte hemos res—
tringido el dominio de la transform&ha ¥y la consecuente representacidn a Vo.
Afir@amos ahora que H; es una isometria sobre su rango, de lo cual se des-
prende que la familia (21) es una thigt frame {inexacta} [1]. [Z] de Fo ¥y por
lo tanto-existe una sencilla Térmula de reconstruccidn, auméricamente estable.
fas aun, la representacidn de Vo asociada es invariantie por traslaciones en 2.

Denotando <.,.>L al producto interno usual en ZZGZZ) enunciamoss

Teoreea 3. Dada 7 « Vo s

(a) #° Fre P2 x2) (24)
© <O
(s} e I =
(b) < Hp s H@ g >L “F.g> para toda g < Vo (23)

Demostracion Dado que VO es cerrado para traslaciones en 2, resultia gue:

—4 ey
. . . -3
7T f = lim E <7 f,w_k > en el sentido de L {R}
- -n
N0 jS-N k=-o !

para cada N > O definamos:

|
'S

m = ®in
N N

0
Y o7 faw, >|?
OEnt2 £ N ko "

3

1t~

- ) . .
m  converge mondionamente a HT% s de modo que dado £ > 0 exicsie Mg} tal cue

si J < -H{g) . L = Hfﬁz - £. Dada g, elijamos N = H{g) de mode gue fal a-

cotacidn se satisfaga para ¥ v g. Entoncess

1,2 12
-N-1 @ -

N-1 @
_ X 2 2 .
max 2 i< T_hfgwﬂcfg 2 z |< ?_hg,wk:>| T e
oEn2 iT-w kT-x ‘ i k=-w J

For la desigualdad de Shwartz y la invariacia por traslaciones del producte

interno tendremcs gque:

-1 o
max 7~ LF.gn

o<ni2

luego
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N ZN—':I. o § s 4]
2 2 2 ST fyp. > T gyw, > - <f.g> | <=
. -n ik - ik
n=0 J=-N k=-w

reordenando los {ndices, teniendo en cuenta que < T_n Ly, » =< .,Tnuﬁ >y
operando algebraicamente obtenemos que:

-1 ®

2 2 Fop. > Lgep ¥~ Lf.gr | < e

. Jk ik

j=-N k=-0
Tomando limite para M — o, con g = ¥, se obtiene {a), concluyéndose finalmen-

te (b).#®

+

definida en (21} es una thigl Yrame para VOSCGE cgias A = B = 1 , de donde s=

obtiene inmediatamente una sencilla formula de reconstruccidn, pumericaments

estable [13. [41:

Corolario. Dada ¥ = ¥

o
-1 0
O ; - ~ PP
Iim w@ Fei &7 ¢>k - F = & {24}
N0 PFN Kk F-w !
. £ : ‘ -0
Es necesario obssrvar gue la imagen de V¥V por #  .quUe CENCLamos por K, es
(%] “§r
. . ; ¢ \ = s . O L : i
subespaclo de izxZ_ox Z3. pero la transformada i¢ ne o5 suryeIfiva. ba Tormu-
< 7
5 . <L .. . . . L O
la {26) expresa la inversida de la transformada, resiringids a K .
Observemos tambien, gue la familia ¢ ¢}k s P70, BE= &  definida en {2%;
kLS

25, claramente, schrecomplieta, resultanie de ftraclacicnes en &£ deé la base oOr-

tonormal de wavelets original. Esia redundancia permsite definiv la representa-
. . O .

ciédn natural de ¥ asociada a H@ . en la red {Z,w 3a I . Conciuyendose 10
o 3
mediatamente la propisdad de invarianciac
o - o . —
RO TFfr=7 E 7 para itocdo n & &
©w ™ n ©
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representacidn de f resulta invariante por traslaciones en AtZ .
Para finalizar, sefalemos que la implementacidn computacional de la trans-
formacién puede realizarse mediante una algoritmo de campleiidad Nlogi{H).

siendo N el numeroc de datos de entrada.

Los autores agradecen la colaboracidn y sugerencias del Dr. Carlos Enrique

D Attellis para la redaccidn Final de este artfculo.
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