Espacios de Hardy y Descomposiciones Atémicas

Carlos Segovia

U.B.A. - CONICET

El propésito de esta conferencia de clausura del 2do. Congreso en honor de Antonio
Monteirc es presentar un tema de Anglisis Arménico en forma atrayente para jévenes
estudiantes que sientan una inclinacién hacia el analisis. Este fué el encargo que recib{
de los organizadores y los lectores Jjuzgaran en que medida he cumplido con lo que se
me encomendd.

1 Prerrequisitos.

Sea f una funcién localmente integrable definida sobre R™ . La funcién maximal de

Hardy-Littlewood M f(z) se define como:

Mf(z) = sup|Q]” /Q 1£()ldy,

donde @) denota un cubo de lados paralelos a los ejes coordenados en R™ que contiene al
punto z. Serfa equivalente suponer que @ son bolas en lugar de cubos. Los resultados que
supondremos conocidos para la funcién maximal son:

(1.1) (i) Para todo p, 1 <p< oo, existe una constante ¢, tal que
“Mf||p < cp||f”p (Tipo fuerte p-p de M) y
(i) Si||Mf||; < oo entonces f(z) =0 en casi todo z.

Para una demostracién ver [RG].

Sea k(z) una funcién medible definida en R™ — {0}. Diremos que k(z) es un nicleo
integral singular si verifica:

(i) k(z) es positivamente homogénea de grado —n, esto es k(Az) = A™™k(z) para todo
z#0, yA>0,

(ii)
/Iz;=1 k(z)do(z) = 0,

donde do(z) denota el elemento de drea de la esfera unidad en R™ y
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(iii) Si |a| > 2lyl, se verifica [k(z — y) — k(2)] < clyl/|z[™.

Si f(z) es una funcién buena, por ejemplo C! y con soporte compacto, entonces:

K f(z) = lim k(z - y)f(y)dy,

e—0 lz—y|>e

existe para todo £ € R" , supuesto que k(z) sea un nicleo integral singular. Asi queda
definido un operador que denominaremos operador integral singular.

Supondremos conocido que para cada p, 1 < p < oo, existe una constante c, tal que

(1.2)
IKfll, < cllfll, (Tipo fuerte p—p para K).

Para una demostracién ver [RG].

Sea S el conjunto de todas las funciones f € C* que satisfacen para todo k y m enteros
no negativos

P (F) = sup(l + |z))* maxID"‘f( )| < oo.

donde o es un multifndice y |a| = a1 + ... + a,. Este conjunto S provisto de las normas
Pkm se denomina espacio de funciones rdpidamente decrecientes. Se llamard distribucion
temperada a toda funcional lineal y continua sobre S. La accién de f sobre i se denotara
< f¢>

El espacio de las funcionales lineales continuas sobre & se denota §’. La convolucién de f
con 9 es la funcién de C* definida como

< fip(z—.)>.
La transformada de Fourier f de una funcién f de L' se define como

f)= [ f@)e=da.

Si f € S entonces f € S. Mas aun la aplicacién f — f es una biyeccion continua deSenS.
Si F es una distribucién temperada, entonces definimos F como la distribucién temperada,
definida por

<Fy>=<Fi>.

La transformada de Fourier define una aplicacién continua y biyectiva de S’ en S'.
Para més informacién ver [SW].
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2 La integral fraccionaria.

Dada f € S, definimos la integral fraccionaria de orden a de f como
LFy) =1y f(y), 0 <a<n.

Obervese que I/,:f pertenece a L'(R"). Calcularemos la antitransformada de Fourier de

1y~ F(v). .

Cambios de variables elementales muestran que si A{t) = ¢™™ entonces

‘)Wa/z

7 = sy ], Ml

I - n)/zp(

: ) Iyl ”—/ byl /)

Por lo tanto,

: / ly| ™ f(y)e v dy

27(-&/2 271'11 a—1
a/2 /h (lylt) f y ydy)t di
27r0/2 oG
= — L ¢ —y)dy )t L
faia b / (lyl/ ) (x — y)dy)
a— (n/2) T
_ ( fla—y)
a/? ly|n=e

Esto implica que, salvo un factor niamerico, [, f coincide con
bl ) 84
fle—y) y
Syl
para f € S y 0 < a < n. En lo sucesivo, ignoraremos el factor numerico.

Nuestro propdsito inmediato sera estudiar desigualdades en norma del tipo

(2.1)
“[afllq < Cgp Hf”p

En primer lugar veamos para que valores de p y ¢ puede ser valida esta desigualdad. Es facil
verificar que para 6 > 0

I.f(2/6) = Lg(x)6=, donde g(z) = f(2/9).
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Entonces aplicando (2.1) a ¢ resulta

“]ag” Cq,p”g“

Como [[Lugll, = 6=/ L fll, v llgll, = 67 |f1], resulta

Hafll, < cqp 8P i1,

Haciendo tender § a cero v a infinito resulta que la desigualdad (2.1) es posible solamente si

1/¢g=1/p—a/n.

Veamos ahora bajo que condiciones sobre p se verifica (2.1). Sea ¢ € &, radial, no negativa
y con integral igual a uno. Definimos ¢;(z) = t™"p(x/t), t > 0.
Un cambio de variable muestra que

oG
= C./ oyt L.
0

Entonces, si u(z,t) = (@ * f)(z) , resulla
(2.2)

(z — Kad i
/f t =yl ly = (/ w(z, )L
lyl"=e v

Definimos

[ (x) = sup Julz, )]

[z—z|<t
Entonces resulta

lu{z, ) < [*(z) st Jo—z] < L

De esta desigualdad resulta inmediatamente

(2.3)
jule, )] <

t”/[)l|f H]}
En virtud de (2.2), tenemos

Lf() :c/ +/ wlz, )Vl = A + B,
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Para A tenemos la estimacion

|Al < ¢ f*(z) N*

y para B, en virtud de (2.3)

® a—1 * * a-1-(nfp) 34 _ * a—(n/
Bl < e [ lu(enletd <l ll, [t = of ) e,

si p < n/a. Tomando N = (Hf*Hp/f*(x))p/n resulta

o f(z)] < of ()| £,

Por lo tanto
Hafll, < e [l£ 7™ = ],

dado que 1/¢=1/p — a/n.

Ahora bien, nosotros pretendiamos una desigualdad en norma con || f{|, y obtuvimos una
con || f*||,- Es bien conocido que si ¢ € S entonces f*(z) < cM f(z) y por (1.1) resulta para
l<p<oo

11, < e 1M ]I, < N Fl,-

Resumiendo, hemos obtenido que si0 < o <n, 1 <p<nj/a yl/qg=1/p— a/n, entonces

||Iaf||q S ¢ ”f”p

n

y para p = 1 tomando ¢ =
n—a

(2.4)
”Iaf”n/(n—a) S ¢ ”f*“l

En esta desigualdad no puede cambiarse || f*||,, por [|f]l;
En efecto si x es la funcién caracteristica de {z : |z| < 1} tenemos que para |z| > 2,

dy ¢
la(x)(2) = / a |
0@ = foe Ty = o=
Entonces
R —
T
I, 2 er o
12600 ey 2 <( a2 Iiv|”) o
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3 Atomos y descomposiciones de H?.

Para el caso p = 1 tuvimos que contentarnos con (2.4). Surge la pregunta ; Existen
funciones f tales que ||f*|| sea finita ? ; Es posible una descripcién simple de todas ellas?
Daremos una respuesta afirmativa a la primera pregunta.

Sea f(z) una funcién acotada con soporte contenido en una bola B de radio r y con
integral nula. Podemos suponer que el centro de B es 0. Calcularemos f*(z).

Tenemos
u(y,t) = [y - 2)f()dz

de donde resulta |u(y,t)] < ||l .-

Ademds dado que [ f(z)dz = 0, tenemos

u(y,t) = [lody - 2) = puw)lf (2)dx

Como ¢ € 8, tenemos que |V(z)| < ¢ (1+|z])™". Entonces por el teorema del valor
medio resulta

(y — 2)

t

—n y
lee(y — 2) — @u()] < 7V ( (1= 6)+36)1(I=1/1)
<cfl(y —2)(1 = 8) +yb| + )" 2|.
Supongamos |y| +t > 2r, |z| < r. Entonces

Iy =2)A =) +yb+t) 2 [yl +t =7 = (ly| + t)/2.

En consecuencia .

ey = 2) =Yl < ¢ 7z
(vl +1)
y por lo tanto
rn+1
[y, )] < ell flloo 71 -
(ly] +1)
Si|z|>2ry|z—y| <ttenemos |y|+t> |z| —t+1t=|z| > 2r

Entonces

(@, 8)] < e 1]l (;—I)"“.
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En definitiva tenemos

F(@) <lfll si lal <2r,

n+1
() < fll, (ﬁ) Csi Jz| > o

Entonces

(3.1)
[ £ @)z < c ]l

Esto nos dice que las funciones f(z) cuyas f*(z) pertenecen a L! pueden ser distintas de la
funcién 0. Esto contesta la primera pregunta, al principio del parigrafo.
En el préximo parigrafo contestaremos a la segunda pregunta.

4 Atomos y Espacios H?.
1
Sea. N = parte entera de n(— — 1). Diremos que una funcién a(z) es un p-atomo |

0 < p <1, si existe una bola B tal que

(i) soporte de a C B,

(ii) liall,, < 1BI77,

(ii)) [z a(z) dz =0 para todo multiindice «, |a| < N.
Sip=1,(3.1) implica que

/a*(m)dx <e.

510 < p < 1, argumentos andlogos a los que condujeron a (3.1) muestran que

/a*(:c)pda: <e.

El concepto de dtomo se debe a R. Coifman [C].

Podemos definir H' como el espacio de todas las funciones f cuyas f* pertenecen a L', con

1l = 117112

Para definir los H? con 0 < p < 1 debemos considerar distribuciones temperadas. Sea f una
distribucién temperada, definimos:

u(zr,t) =< fioz —.) > .
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Diremos que f € H? si f*(z) = sup |u(y,t)| pertenece a L? con || fllg» = || f*]l,-
lz—yl<t

Teorema de descomposicién atémica (R. Coifman). Dado f € HP existen una
sucesién {ax} de p-dtomos y {\¢} una sucesién de niimeros reales tales que 3 [Ax|” < 0oy

(4.1)
f = Z Ak ag.

Ademis, existen constantes ¢;,c; independientes de f tales que
o [ £7ll, < inf (PP < eall £,
donde el fnfimo se toma sobre todas las posibles descomposiciones de f de la forma (4.1).

Este teorema da una descripcién muy simple de los espacios H? en término de atomos
con lo que damos una respuesta afirmativa, a la segunda pregunta al comienzo del para-
grafo 3.

Para una demostracién de la descomposicién atémica ver [R.G.] o [T].

Para terminar daremos una aplicacién a integrales singulares.

Sea K un operador integral singular con p > n/(n + 1). Entonces N en la definicién de
p-dtomo es igual a cero. Sea a(z) un p- dtomo. Supongamos para simplificar que el centro
de B es cero. Entonces

2-p
/28 IKG(.IJ)Ipd;L' <c (/ IA’G(CE)lzdI)pﬂ-lBl 9

En virtud de (1.2), tenemos
|| |Ka(e)pde < c ([ laa)Pdz/ Bl < ol Bl BIP|BE0 = ¢
2B
Por otra parte, si ¢ 2B y como [ a(y)dy = 0, tenemos

Ka(e) = [ ke = )a(y)dy = [[k(z =) = b(a)la(y)dy.

Entonces, como |z| > 2r > 2y|
|Ka(m)| < Clxl—n—l rl—(n/p)+n,

de donde
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/¢ o |Ka(z)|Pdz < ¢ r"”/ (r/|z])("+VPdg = c.
T¢2

lz|>2r

En conclusién

/|Ka(m)|” dz < c.

Entonces, si f € H? y f = 3" Agax con T |A P < cllf*|I?, tenemos K f =3 A\ Kayy

J 1 @)Pde < TP [ 1KaiPdz < e3P < o712 = el £l
o sea K es un operador acotado de H? en L,

1K SN, < ell fll -
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