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Resumen

En la primera parte de este trabajo se prueba la existencia de infinitos puntos
dobles en el contorno del conjunto de los fraccionarios en la base —2 + . Se utilizan
curvas recurrentes para describir dicho contorno. En la segunda parte se describen
las capsulas convexas de los fraccionarios en las bases b = —n + 7. Se muestra que
ésta resulta un poligono si y sélo si b/ |b| es una raiz de la unidad. Ademés

(i) Si la cépsula convexa es un poligono, sus vectores normales exteriores estdn
en las direcciones +b%i, k € N. Por lo tanto, si n es el orden de b/ |b| ser4 un pol{gono
de n lados si n es par y 2n lados si n es impar.

(if) Si la cdpsula convexa no es un poligono, para cada punto expuesto z de
F existe un unico vector unitario u tal que F' estd contenido en el semiespacio
{z € C:Re((z —z)u) < 0}, esto es que por cada punto extremo expuesto del con-
junto hay un tnico hiperplano soporte.

1 Introduccion.
Seanbe C, || >1y D ={ay,aq,...,ar} CC; 0 € D. Se llaman los enteros del sistema

M .
(b, D) a los elementos del conjunto W = ¢ > a;¥’; a; € D} . Los fraccionarios de (b, D)
j=0
-1
son los nimeros del conjunto F = {E a;b’; a; € D} . Los nimeros representables en

M
(b,D) son los de G = {Zajbi; a; € D}.
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70 MARIA DEL CARMEN MOURE

A continuacién enunciamos algunos resultados de la teoria de representabilidad que
muestran la razén del estudio de las representaciones en las bases —n 4 1.

Definicién 1.1 (b, D) se dice un Sistema Numérico si todo entero gausiano, esto es un
elemento del conjunto E = {p+iq; p,q € Z} es representable en él como un entero del
sistema.

Teorema 1.1 (Kéatai y Szabd) Seanb=A+1B, |b| >1,AyBenZ yD = {0 1,.
b]* — 1}.(b, D) es un sistema numérico si y sélo si se verifican

i) A =Re(b) <0

it) B =Im(b) = £1

Teorema 1.2 Si (b, D) es un sistema numérico entonces todo complejo es representable
en el sistema.

En [2] se muestra que el contorno del conjunto de los fraccionarios para la base de
Gauss —1 + 7 es un arco de Jordan. Su dominio interior es un dominio uniforme y su
cdpsula convexa un octégono!. En este trabajo veremos que el contorno del conjunto
de los fraccionarios en la base —2 + 7 es una curva con infinitos puntos dobles. En los
preliminares se presenta el resultado central de la teorfa de curvas recurrentes [6]. En el
marco de esta teoria aparece como un caso particular la generacién de los contornos de
compactos autosemejantes o autoafines en el plano [4], [13], [10] y con esta herramienta
se prueba el resultado central de la primera parte.

En la segunda parte se obtienen las representaciones de los puntos extremos expuestos
de las cépsulas convexas de los fraccionarios en las bases b = —n + 1, lo que permite
dar condiciones necesarias y suficientes sobre b para que éstas sean un poligono y dar
descripciones generales para todos los casos. En particular podrian calcularse los vértices
para el caso en que resulte un poligono, por ejemplo para b = —1+14, v en todos los casos
se obtienen aproximaciones como puede verse en un programa que se presenta al final del
trabajo.

2 Nociones preliminares.

2.1 Curvas Recurrentes.

Sea S = {si, 82, ...8,} un conjunto finito, S* el semigrupo libre generado por Sy G el
grupo libre generado por S. § un endomorfismo de S* que se extiende a G haciendo
8(s71) = 0(s)7!. Sea f : G — R%, d < r, un homomorfismo y Ly el endomorfismo que
hace conmutativo el siguiente diagrama:

¢ L g
I LLe (1)
¢ L wre

Ly se llama una representacién de 6. Entonces

f0"=Lgf, neN (2)

'Rafael Panzone me sugiri6 el estudio de las curvas recurrentes y la conjetura de los puntos dobles de
este contorno.
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DESCRIPCION DE LAS CAPSULAS CONVEXAS 71

Consideremos ahora una aplicacion K[-]: § — KC(R?), los subconjuntos compactos de
R¢, que se extiende a palabras no vacias en S* pidiendo que para todo par de palabras no
vacias V, W en S*

K[VW] = K[VIU(K[W]+ f(V)) (3)

Un importante ejemplo de tal aplicacidn es la poligonal definida por (3) y para cada
se S ,

Kls = {tf(s) : 0<t< 1} ()

Teorema 2.1 Sea 6 un endomorfismo de S* tal que 6(s) # e (la palabra vacia) para todo
$ € 5, sea Lg una representacion de 6 y Lg es expansiva. Entonces, para cualquier palabra
W € S* eziste un compacto Ko(W) tal que

L"K[0"W] — Ko(W)
n—oo

en la métrica de Hausdorff. El conjunto Kg(W) es una curva y no depende de la eleccidn

de K[].

Vayamos a un caso particular [4], [13], [10].

Sea G el grupo libre generado por a y b. Consideremos un endomorfismo 6 : G — G
tal que 6(a) y 6(b) son ambas palabras no vacias.

Consideremos también un homomorfismo f : G — R? tal que {f(a), f(b)} es una base
de R? positivamente orientada; f determinado por f(a), f(b), y las relaciones

fVT) ==fV) y J(VW) = f(V)+ F(W)

Sea Lg : R? — R? la transformacion lineal que
fO=Lef, (5)
Entonces Lo(f(a)) = f(0(a)) = maaf(a) + muaf(d) ; La(f(b)) = F(8(B)) = mapf(a) +

™M f(b) donde myg es el nimero de ocurrencias de a en (8) contando a~! como ocu-

rriendo -1 veces. As{
Maa MMap
My = (6)
Mpe Mgy

es la matriz de Ly con respecto a la base {f(a), f(b)}.

Observacién 2.1 .5i la matriz de 6, My es tal que existe una matriz no singular T =
(tis), tal que Mg = TYLT, donde L es una semejanza, entonces el homomorfismo f, dado

por
i1 t12
= N b —
oy = () s s = (1)
dard la transformacidn lineal Ly = L, una semejanza.

Notar que la existencia de T sélo depende de la traza y el determinante de My y
siempre podemos escoger T (la matriz cambio de base) de manera que resulte {f(a), f(b)}
positivamente orientada.

Asignamos a cada palabra W € G una poligonal en R? de la siguiente manera: si
W = s185...5 con s; € {a,b,a7!,b7'} | y consideremos la secuencia de puntos en R? dada
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72 MARIA DEL CARMEN MOURE

por o = (0,0), z1 = f(81) .y T; = f(8182...8:) = f(s1) + f(s2) + -+ f (s:), uniendo
secuencialmente estos puntos por segmentos dirigidos obtenemos una poligonal dirigida
que llamaremos K [W]. ‘

Por una adaptacién del teorema, 2.1 al caso de grupos libres [6], [4], tenemos entonces
que si Ly es expansiva la sucesién L;"K[6"W] converge en la métrica de Hausdorff a una
curva Kg(W) para cualquier palabra W € G.

Algunos segmentos de estas poligonales pueden ser atravesados més de una vez. Im-
ponemos la convencién de que cada segmento recorrido en una direccién cancela al mismo
segmento recorrido en direccién opuesta. De esta manera, por ejemplo, si W es una
palabra reducida tal que f (W) =0y V es cualquier palabra en G

K [VWV“I] =K[W]+ f(V) (7
Consideremos Wy = aba~1b! y sean
K, := L;"K[6"Wy]

Entonces, ya que f(6"W,) = 0 para todo entero n > 0, K, es una poligo-nal cerrada
en R2. Si K,, es simple estaré bien determinado el compacto definido como la clausura
de la regién encerrada por K,,. Tenemos entonces el siguiente teorema presentado en [13],
que contiene a otro que se da en [10], que a su vez corrige al dado en [6]

Teorema 2.2 Sean

(1) 0 : G{a,b) — G (a,b) un endomorfismo,

(2) f : G — R? un homomorfismo tal que {f(a), f(b)} es una base positivamente
orientada de R2,

(3) la tranformacidn lineal Lo que satisface (5) es ezpansiva, y

(4) K, es una poligonal simple (cerrada).

Sea L el reticulado generado por f(a) y f(b) y Q el paralelogramo determinado por
f(a) y f(b). Para un punto x € L, sea Q@ la traslacidn de @ a z. Sea D el conjunto de
puntos z de L tales que Q, estd encerrado por Lo(K,). Entonces.

(i) K, es una poligonal simple (cerrado) K, = 0T, donde To=Q y

Ty = | L5 (Tn + d),
deD

donde la unién es esencialmente disjunia.
(ii) Para cadan, {T, + : © € L} es un embaldosado del plano.

Es bien conocido que existe un tunico compacto T tal que

T = |JLgY(T+a),
deD
T = limT,
n—r0Q0
donde la convergencia es en la métrica de Hausdorff, y tenemos que existe una curva Ky
tal que
Ky = lim 0T,

n-—00
Puede ocurrir que Ky # OT. El siguiente teorema [13] da las condiciones bajo las
cuales esta indeseable situacién no ocurre.
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DESCRIPCION DE LAS CAPSULAS CONVEXAS 73

Teorema 2.3 Bajo las hipdtesis del teorema anterior son equivalentes las sigutentes afir-
maciones:

(1) L2(T) = £2(Q).

(2) K¢ = OT.

(8) Kg no es una curva que llena regién del plano que contiene un disco.
(4){T +z:z € L} es un embaldosado del plano.

3 Puntos dobles en el contorno del conjunto de los
fraccionarios en la base -2-i.

El conjunto de los fraccionarios en la base b := —2 47 es el compacto
={Zdib‘i:diED={O,1,2,3,4}} Ub (F+d)
i=1 deD

de manera que F es el tinico compacto invariante por la familia de contracciones i (2) =
b (z+7),7:0,1,...,4

L.- Veremos que la curva generada por el siguiente endomorfismo @ serd el contorno
del conjunto de los fraccionarios en la base —2 + i. Sea § definido por

f(a) = adba~7
0(b) = (a?b~1)2a~"

N

La matriz de 8 es por lo tanto M, = ( _1 :é ), de determinante 5, cuyos autova-

lores son: =247 y —2—4

Mg:x/E(

S-Sl
SILSI-

>=\/5R¢

donde R, es la rotacién de dngulo y; cos ¢ = —2/+/5; sen ¢ = 1 /V/5.

De aquiquesi f(a) = e; y f(b) = ey, serd Ly = /5 R,, que es una semejanza expansiva.
Observemos que para z € C, Lg(z) = (=2 +1)z.

Ahora

Lg (K1) = K[8(aba™'b7")] = K[a®ba%b7}]

es una poligonal cerrada simple recorrida positivamente que encierra los pa-ralelogramos
Qa para d € {(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(4,0)} .. Se cumplen entonces las hipétesis del
teorema 2.2 de marera que podemos afirmar que K,, = L;"K[6" (aba~'b~1)] son poligo-
nales cerradas simples recorridas posi-tivamente y K,, = 87T, donde T es Q el cuadrado
determinado pr f(a) y f(b), y

n+1 U LG T + (l O))
=0
sabemos también que esta sucesién de compactos converge en la métrica de Hausdorff al

compacto T tal que
4

—1 .
7= (T +(5,0)
=0
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74 MARIA DEL CARMEN MOURE

escrito de otra forma )

T=J(=2+497 (T +))
g=0
que es el conjunto de los fraccionarios en la base —2 + 1.

Ahora el teorema 2.3 afirma que si Kjp es una curva que no llena una regién del plano
log A

logb

que contiene un disco, entonces Ky = 97. Pero sabemos [8] que dim (Kjp) = 2

A =~ 3.6494359 por lo tanto dimg (Kjy) < 2. Asi Ky = 97T

I1.- El endomorfismo 8 sufre fuertes cancelaciones y esto dificulta su tratamiento. Para
saltear esta dificultad definiremos un nuevo endomorfismo que se vinculara al anterior
como veremos a continuacién.

Sea G =G (A, B,C), 8 : G — G el endomorfismo definido por

con

8(A) = AB°A™!, §(B) = ACB™*A™!, §(C) = AB™?
g : G — R?, el homomorfismo determinado por

g(A) = (_27 _1)a g(B) = (LO)’ g(C) = (17 1)

es claro que g(G) = Z x Z =f(G) y si Ly = v/5R,, donde R, es la rotacién tal que
@ = Arg (—2+1), esto es Lg (2) = (—2+ 1) .z, resulta que

g6 = Log (8)
Consideremos el homomorfismo I' : G — G definido por

T(A)=d°, T(B)=ba"% T(C)=0a"""

a

entonces es facil comprobar que
' g =6r 9)

y
fT' = Log (10)

Ahora observemos que I' (ABC') = 6 (aba™'b7!) y esta igualdad junto con (9) nos dice
que .
T4 (ABC) = 6™ (aba™'b7")

definimos entonces la aplicacién Af( que a cada palabra en (& asigna una poligonal en R?
de la siguiente manera: si W € G

K[W]=L;'K [TW]

de esa forma L;"K [9" (ABC)] = L;™VK (0™ (aba~1b"1)] — Kq en la métrica de

Hausdorff. Notar que para cada S € {A*!, B¥!,C*'}, K'[S] es una poligonal que va del
(0,0) hasta L;' fT' (S) = g (S) por (10). Entonces si 51, S» € {A%!, B, C*} y 515, es
distinto de (BA)*™', (AC)*', (CB)*!, es decir que no hay cancelaciones en I (5,5;) se
tiene

R[S:8] = K [S1] U (K [Sa] + g (51)) (11)
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DESCRIPCION DE LAS CAPSULAS CONVEXAS 75

Finalmente observemos que el nuevo endomorfismo @ sufre todavia algunas cancela-
ciones que se eliminan ahora ficilmente definiendo un nuevo endomorfismo de G que seré
de la forma 8y donde 8y (S) = VA(S)V~ con V € G.. No es dificil ver que para cualquier
palabra W € G, tal que g(W) = (0,0) se tiene (ver (7).

R0 = RE'OW)]+ Y g@ (V) neN

=0
y ya que L, es una contraccién
lim L;"K By (W)] = lim Lg"K[0"(W)] + Py (12)
donde por (8)
n-1 n
Py = 13302 L;"9(8'(V)) = lim Z Ly'g(V)

En nuestro caso sea 8 (S) = A~19(S) A. esto es
8(A) = B%, 8(B) = CB%, 8(C) = B-*A

entonces tenemos

lim L"K[0"(ABC)] = lim Lg"K[§"(ABC)] + lim Y Ly'g(A™")
1=1

n—00
= lim L;"KI[8"(ABC)] - (-;- + %)

y vale la siguiente:

Proposicién 3.1 @k(ABC) no sufre cancelaciones para ningin k € N y los productos
(BA*', (AC)** y (CB)* no se presentan en @k(ABC) para ningin k € N

Prueba. Es inmediato ver que 8 sélo sufre cancelaciones en palabras de la forma
..UV ...donde UV = (AC)*! o UV = (BA)*!, pero estas combinaciones no aparecen en
ABC, por lo tanto no hay cancelaciones en §( ABC). Siguiendo, el producto UV = (AC)*!
no aparece en nungin 6(S), S € {4, B,C} y sélo aparece en una palabra (W) si W es
de la forma ... ST ...con ST = (CB)*!, pero (CB)*! se presenta en #(W) sélo si W es
de la forma ...(BA)*!.... Finalmente (BA)*! aparece en alguna palabra 6(W) sélo si
W contiene un producto (AC)*!, esto no da un “circuito cerrado” de productos de pares
de letras tales que ninguno de ellos aparecerd en 9k(ABC) para ningin k € N. @

Estamos ahora en condiciones de mostrar el resultado central:

Teorema 3.1 La frontera del conjunto T de los fraccionarios en la base —2 + i tiene
infinitos puntos dobles.

. , - —k gk
Bastar4 considerar los vértices de L;*K 8" (ABC)].
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Por la proposicién (3.1) se tiene que vale siempre (11). Se obtiene una férmula recu-
rrente para 6(U) = Sy, ...Su,,

LR W) = L (L;”K[@“(Sul...syl(y))}) (13)
i(U)
= L;! (U Lg’"f([é”(sy,)] +g(SU1...SUi_1))

De un paso al siguiente se reemplaza cada subpoligonal de la forma L;“K’ U +w
con U € {A%!, B¥! C*1} en L;"K[6" (ABC)] por la poligonal L; "V K[BU) 4+ w cuyos
extremos coinciden y permanecen en los pasos siguientes. R

Convenimos en llamar vértices sélo a los extremos de estas subpoligonales Ly " K{U] +
w con U € {A*!, B¥!,C*!} . Los vértices del primer paso seran entonces

{0, g(A), 9(A) + g(B), g(A) + g(B) + ¢(C) = 0}

En el paso siguiente tegdremos:
Entre 0y g(A) ya que 8 (4) = B® aparecen los vértices

Ly* {0,9(B), 20 (B), 39 (B) .4 (B) 59 (B)

donde ;" (59 (B)) = Ly (g (94)) = g (4)-
Entre g(4) y g(A) + 9(B):

17 {0,4(), 9(C) - 9(B), 9(C) = 20(B).9(C) ~ 36(B) } + 5(4).

Elegimos los vértices subrayados para comenzar a construir dos sucesiones de vértices
que convergen a un punto doble:

o = 15 (29(B)), o = Ly (9(C) — 29(B)) + 9(A)

Entre L;' (2g(B)) y el siguiente, la poligonal que los une es Ly K(B] + L;! (29(B))
tenemos entonces que la poligonal que los une en el paso si-guiente es L;Zf( 0B] +
L;' (2¢(B))y por lo tanto los vértices que aparecen son

152{0,4(C), 9(C) ~ 9(B), 9(C) — 2%4(B), ¢(C) - 39(B)} + L5" (29(B))

Por €l otro lado entre L;! (9(C) — 2g9(B)) + g(A) vy el siguiente, la poligonal que los
une es Ly K[B™Y] + Ly (9(C) — 29(B)) + g(A) tenemos entonces que la poligonal que
los une en el paso siguiente es Ly2K[BB~1] + L;* (9(C) — 2¢(B)) + g(A) y por lo tanto
los vértices que aparecen son

17 {0,9(B),20(B).39(B) 39 (B) - 9(C) }

+Lg" (9(C) — 29(B)) + 9(A)

Eligimos ahora

&
Il

M = 1;%(g(C) — 29(B)) + Ly (29(B))
v = Ly (29(B)) + L7* (9(C) — 29(B)) + g(A)
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Entre Uél) y el vértice que sigue en este paso la poligonal que los une es L;QK (B~ +

L;%(9(C) —29(B)) + L;'(29(B)) y por lo tanto la poligonal que los une en el paso
siguiente es Ly *K[0B~']+ L;2 (¢(C) — 29(B))+L;" (29(B)) y los vértices que se resultan
son

152 {0,9(B),29(B), 39 (B),39 (B) - 4(C) }
+Lg? (9(C) — 29(B)) + Ly (29(B))
Entre v( ) y el siguiente en este paso la poligonal que los une es Ly KB [B]+L (Zg(B))
L;1 (9(C) — 2g9(B)) + g(A) y por lo tanto la poligonal que los une en el paso s1gu1ente es
L7*K[0B] + Ly? (29(B)) + Ly (9(C) ~ 2g(B)) + g(A) y los vértices que se aparecen son

152 {0,9(C), 9(C) ~ 9(B), g(C) — 29(B), 9(C) — 39(B) }
+L5%(29(B)) + Lg* (9(C) — 29(B)) + g(4)
Ahora serdn

v’ = L;°(29(B)) + L7?(9(C) ~ 29(B)) + Lz " (29(B))
vé” = L;*(g(C) ~ 29(B)) + Ly (2¢(B)) + L7 (9(C) — 29(B)) + g(A)

Asi repitiendo recurrentemente los dos dltimos pasos tendremos

2O = LE”Q(B) +u) n impar n > 1
- 7" (9(C) —29(B ))+vn , nparn>1
o = = (g(C) - 29(B)) + v, n imparn > 1
" 2L0 Q(B)+?J2)1 nparn > 1

Es claro que v = lim v{" y v@ = lim v

n—0o0 n—00

) pertenecen a

lim L;"K[6"(ABC)] = lim L;y"K[8" (ABC)] — (—;- + %)

y que si < indica el orden del recorrido de la curva entonces 0 < v™® < g(A4) < v® <
g(A) +g(B) < 0. Ahora

o = S o1, @ Vg(B) 4+ L;¥ (9(C) - 29(B))
7=0

= (29(B)(=241)" + (=24 1) (9(C) — 20(B))) =
(—11 —7i)/10

Il

W = ZL;“”” (9(C) ~ 20(B)) + 3 205" 9(B) + 9(4)

= ((c240)7 (9(C) — 20(B)) + (~2 + 1) 24(B)
= (-11-"7)/10

——24:;)“‘7 +g9(A)
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78 MAR{A DEL CARMEN MOURE

Este punto doble en la curva original 7}5210 Ly"K (0" (ABC)) sera -3 1%“'% +i=-2-1¢
Podemos observar que éste es el punto fijo de la transformacién 95(z) = b~!(z + 2).
Asf hemos encontrado un punto doble en la curva Ky = 07 .. Veamos ahora que en

cualquier seccién continua de 8T hay infinitos puntos dobles.

Es facil ver que nuestro endomorfismo 8 tiene la propiedad de que existe N suficiente-
mente grande tal que para n > N, la palabra 8" (S) contiene la letra T para cualquier par
de letras S, T en {A%!, B¥!, C£1} . Esto implica que la poligonal L;"K [6" (S)] contiene
una subpoligonal de la forma Lj "K [T] + a. Es claro entonces que para cualquier seccion
continua de 8T existe K suficientemente grande tal que los extremos de alguna subpoli-
gonal L, KK [B] + o pertenecen a tal seccién, pero entonces estos vértices y todos los de

L, (K+k) fr [9kBJ + o pertenecen a la misma seccién para todo k. Observemos ahora que
7> (B) = B1A(B*c™)°
Yy entonces

;K {923] +a=L;FD (K (B~ U (f{ [AB] - g (B)) U )

pero en K [AB] puede repetirse el proceso descripto por el que encontramos el primer
punto doble. B

Contornos para n=3, n=4, puntos v, v;®, v,®, y,®,
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Contorno para n =06 y punto fijo de 9(z) = (-2+1)"}(z +2).

4 Sobre la Capsula Convexa del conjunto de los frac-
cionarios en las bases —n + 3.

4.1 Caracterizacién de los puntos extremos expuestos de un
compacto.

Sea K en R™ es un compacto y C(K) es su cdpsula convexa. Un punto z € K es un punto
extremo de K si no existen y, z en K talesque z =Ay+ (1 —A)zcon 0 < A < 1.
Si z no es extremo z = Ay + (1 — A) 2 con 0 < ) < 1 entonces para cualquier v € R™

Tu=Ay u)+(1-A)(z u) <max{y-u, z-u}

y la igualdad ocurre sélo si y-u = z-u, esto es si u L y— 2.. De manera que si para algiin
u, que convenimos unitario, x es el tinico elemento en K tal que z-u = max{z-u: z € K}
entonces z es un punto extremo llamado punto expuesto de K. Si z es extremo expuesto
de K, existe un hiperplano por z, H = {y € R : (y — z) - u = 0} tal que N K = {z}
y K estd totalmente contenida en el semiespacio {y € R™: (y — z) - u < 0} de manera
que z-u =max{z-u:2€ K}y z es el tnico que realiza el méximo. En resumen z es
un extremo expuesto de K si y sélo si existe algin hiperplano H soporte de K tal que
HNK = {z}. Vale el siguiente teorema [14]:

Teorema 4.1 Todo compacto convezo en R™ es la clausura de la cdpsula convera de sus
puntos expuestos.
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Y vale que C'(K) es un poligono si y sélo si K tiene finitos puntos expuestos.

Convenimos en decir que z es extremo expuesto en una direccién u si -u = max{z u :
z € K}y z es el Gnico que realiza el méximo. Sien una direccién u no hay punto expuesto,
esto es existen por lo menos dos puntos z # y tales que

y-u=g-u=max{z-u:z€ K}
entonces para A € (0,1)
AMy+(1—-Az=max{z -u:2z€ K}

el segmento estd en el borde de la cdpsula convexa de K y si n = 2, u es un vector normal
exterior a dicha cdpsula convexa.

4.2 Estudio de las capsulas convexas del conjunto de los frac-
cionarios en las bases —N + .

Dado n € N y el conjunto F' de los fraccionarios en la base b = —n +1
F= {Z db™* 1 dy € D = {0,1, ...,nz}}
k=1

Siz=zx+1y, u= a+ib resulta (2,¥) - (a,b) = za + yb = Re(z@). Sea ahora
z=Y o, dbFeFueC

Re(za) = i dr Re (b‘kﬂ)
k=1

y observemos que

se realiza s6lo en d =n? si Re(b%@) >0
max {d Re (b™*a):de D}: ¢ serealizasbloend=0 si Re(b~*a) <0
es igual para todo d si Re (b7%%) =0

tenemos entonces F tiene un punto expuesto en la direccién u si y sélo si Re (67*@) # 0
para todo k > 1 y en ese caso el punto expuesto es

Zy =12 Z bk, N(u)={k€N:Re(b'kﬂ)>0}

keN(u)

y si Re (b7%%) = 0 para algin k € N, el borde de la cépsula convexa contiene un segmento
en una direccién perpendicular a u.

Ahora Re (b7*@) = 0 si y s6lo si b*@ = i, @ € R, o equivalentemente si u = —abi.
Por lo tanto la cdpsula convexa de F sers un poligono si y s6lo si las direcciones de b* son
finitas, es decir si b/ |b] es una rafz de la unidad.

La cépsula convexa de F serd un poligono de n lados si n es el orden de b/ |b| y n es
par pues en este caso (b/ b))% = —1, cada direccién &, j < n/2 tendrd su opuesta en
b*7/2, y ser4 de 2n lados si el orden n es impar.
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En todos los casos (poligono o no) para cada direccién u = =4b%i hay un segmento
en el borde de la cédpsula convexa perpendicular a u y de menor longitud a medida que
aumenta k. En efecto, por ejemplo, para k=1, u=bi=(~n—1)i=1-ni, z € F

max {Re (2@) : z € F} = max {i diRe (b7"0) : dy, € D}

=1

= max {idk Re (b’(k*l) (—z)) cdy € D}

k=1

= max {i di Re (b_("’_l) (—4)) 1di € D} (14)

k=2

de manera que si zg = Y 5o, dpb™* realiza el méximo (tinico o no) en la direccién i,
b~ (d + zo) realiza el méximo (14) para todo d € D y el segmento [b~1zp, b2 (n2 + 2)]
estd incluido en la frontera de la cdpsula convexa. Tomando u = —bi se tiene que el
segmento [b71z, b7 (n? + 2,)], paralelo al anterior, también forma parte del borde de la
cédpsula convexa para z; € F que realiza el mdximo en la direccién —i.

Hemos probado entonces parte del siguiente teorema.

Teorema 4.2 Sib=—n+1, n €N, la cdpsula conveza del conjunto de los fraccionarios
en la base b
F= {deb~k rdpeD = {0, 1,...,n2}}
k=1

resulta un poligono si y sdlo si b/ |b| es una raiz de la unidad. Ademds:

(1) Si la cdpsula conveza es un poligono, sus vectores normales exteriores estdn en las
direcciones +b%i, k € N. Por lo tanto, si n es el orden de b/ |b| serd un poligono de n
lados sin es par y 2n lados si n es impar.

(1) St la cdpsula conveza no es un poligono, para cada punto expuesto x de F' existe un
nico vector unitario u tal que F estd contenido en el semiespacio {z € C: Re((z—2z)a) <

0}
Prueba. Queda probar el punto (ii). Para esto probaremos el siguiente lema.

Lema 4.1 Si 2z € C y |z| = 1 entonces {z" : n € N} es finito o es denso en la circunfe-
rencia unidad S.

Prueba del lema. Si {z": n € N} no es finito es un conjunto infinito en el compac-
to circunferencia unidad, luego existe un punto de acumulacién 2y € S y una sucesién
(2") ¢y tal que 27 P 2p. Asf dado € > 0 existe jo tal que si j > jo, |2 — 2™0| <,y

ya que |z] = 1, esto es |2™ ™o — 1| < e. De esta forma {(z"?""ﬂ't))k ke N} forman sobre
S una sucesién de puntos a distancia menor que €. B

Supongamos que b/ |b] no es una raiz de la unidad y z es un punto expuesto de F, esto
es que existe un u € C, |u| = 1 tal que

Re(z2) < Re(zt) Vz€F, z#z
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entonces como hemos visto Re (b%%) # 0 para todo k € Ny

X ek . [ n* si Re(b™Fa) >0
= ;dkb con dj, = { 0 si Re(b™*@) <0 (15)

Supongamos que existe v % u, Ju] = 1 y Re(20) < Re(z?) para cualquier z =
S, dib~* € F, entonces

> deRe (b7*7) < dj Re (b7%0)
k=1 k=1

para cualquier sucesion (dx),.y en D. Entonces

df > dpara cualquier d € D si Re(b7%3) >0
dr < dpara cualquier d € D si Re (b‘kﬁ) <0
por (15) se sigue que
Re (b™*a@) > 0si Re(b™*7) >0 (16)

Re (b~%a) < 0si Re(b™*7) <0.
Ahora claramente v # —u y podemos escribir u = e**, v = €' eligiendo la determina-
cién del argumento para que | — 8] < 7, y supongamos, sin por ello perder generalidad,

que o < 3. Segiin el lema 4.1 existe k € N tal que b7 = |b7*|€” con o < 6 <  y asi
0<f—-a<fB-a<m —n<a—pF<6—-8<0. Tenemos entonces

bk = |b—k|ei(e—§)
luego para tal k&

Re (b™*a) = Re (!b“k| ei<9‘%)e'm) = |b7*| cos (9 -—a— g) >0

Re (b‘"kz‘)) = Re ('lb‘kl ei(g'%)e“w) = Ib_k| cos (0 - f- g—) <0
lo que contradice (16). ®
A continuacién se presenta la figura y el programa que siguiendo los resultados que
se han mostrado grafica una aproximacién del borde de la cépsula convexa del conjunto

de los fraccionarios para la base —3 + 4 con diez pares de lados paralelos y precisién del
orden de |—3 + 14|,
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El conjunto de los fraccionarios en la base 3 +i
y el borde de su cadpsula convexa.

base=-3+I;mm=50;nn=10;
For[j=1, j<=nn, j++,uc1[jl=-base "j*I;
For[i=1,i<=mm,i++,
d[i]=Which[Re[((base) “(~i))*uc1[j]11<=0,0,Re[((base) ~(-
i))#*uc1(311>0,911;
z1=N[Sum{[((base) "(-1))*d[i],{i,1,mm}]];
z2=2z1+((base) " (~j))*9;
ladol{jl=Graphics[{Thickness[0.0012],
Line[{Re[z1],In[z11},{Re[22],Im[22]}}1}11;
ladoi=Table[lado1[j]l,{j,nn}];
For[j=1, j<=nn, j++,uc1[jl=base "j*I;
For[i=1,i<=mm,i++,
d[i]=Which[Re[((base) ~(-i))*uc1[j11<=0,0,Re[((base) ~(-
1))*uc1[j11>0,9]1;
z1=N[Sum[((base) “(~i))*d[i],{i,1,mm}]];
z2=z1+((base) ~(-j))*9;
lado2([jl=Graphics[{Thickness[0.0012],
Line[{{Re(z1],Im[z1]},{Re[22],Im[22]}}]}1];
lado2=Table[lado2[j],{j,nn}];
Show[{dibu,ladol,1ad02},AspectRatio -> Automatic]
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