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MINIMIZACION DE UNA FUNCION LINEAL SUJETA A UNA
RESTRICCION CUADRATICA CONVEXA

TATIANA |. GIBELLI

RESUMEN. EIl problema de minimizaciéon de una funcion lineal sujeta a restricciones
cuadraticas convexas aparece en varias aplicaciones, entre ellas, algunos problemas de
optimizacioén topolégica tales como problemas de barras y optimizaciéon de material libre.
Este tipo de problema usualmente se resuelve con algoritmos basados en métodos de punto
interior y métodos de penalizacion.

En este trabajo se analiza la solucién del problema de minimizaciéon de una funcién
lineal sujeta a una Unica restriccion cuadratica. En primer lugar se considera el caso en que
la restriccidn cuadratica es estrictamente convexa. Luego se analiza el caso con restriccion
cuadratica convexa. En ambos casos, la solucion del problema se obtiene considerando
las caracteristicas geométricas del mismo y una descomposicion de la matriz asociada a la
restriccion cuadratica. Para el primer caso se utiliza descomposiciéon de Cholesky y para
el segundo, descomposicion en valores singulares. Se presentan ademas algunos ejemplos
numéricos y comentarios acerca de los resultados obtenidos.

1. INTRODUCCION

Algunos problemas de optimizacién topoldgica, tales como problemas de barras y pro-
blemas de optimizaciéon de material libre, pueden plantearse como un problema de opti-
mizacion con restricciones de la forma
min c'x O
S.a.
1 .
XTAX<b, i=1,...m
dondec € R", A; € R™" son matrices simétricas y semidefinidas positivas, R para
todoi =1,..., m[4].
Esta clase de problemas pertenece a una clase mas general, los problemas de opti-
mizacion convexa. Estos problemas se definen como sigue:

min  f(X)
s.a.
g(x) <0, i=1,....m,

dondef.gi : R" — R son funciones convexas dos veces diferenciables. El conjunto de
soluciones de estos problemas se supone no vacio, compacto y deb& eligtieg; (X) <
Oparatoda=1,...,m.

Existen varios métodos numéricos que resuelven este problema con algunas condiciones
adicionales. Los mas populares son los métodos de punto interior [2, 3, 5, 8, 12]. Estos
consisten en transformar el problema con restricciones en una sucesion de problemas irres-
trictos, los cuales, en cada iteracion, son resueltos via algoritmos conocidos, por ejemplo
el método de Newton.
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En este trabajo, el problema (1) se analiza para el caso en que la restriccion cuadratica
es Unica, es decim= 1. Se obtiene la solucién del problema considerando las caracteris-
ticas geométricas del mismo y utilizando una descomposicion de la matriz asociada a la
restriccion para plantear el problema en forma mas simple. Para el caso con restriccion
cuadratica estrictamente convexa, es decir, con matriz asociada simétrica y definida posi-
tiva, se considera una descomposicion de Cholesky de la misma. Cuando la restriccion
cuadratica tiene matriz asociada semidefinida positiva se considera una descomposicion en
valores singulares.

2. CAsSO 1: RESTRICCION CUADRATICA ESTRICTAMENTE CONVEXA
Consideremos el problema

min c'x @)
s.a.
XTAX—dTx < b,
dondec #0 € R",d € R", Ac R™" simétrica y definida positiva, ly € R.

Como la funcién objetivaf (x) = c"x tiene gradientélf(x) = ¢ # 0, la solucién del
problema se encuentra en la frontera. Por lo tanto, resolver el problema (2) es equivalente
a resolver el problema

min c'x @)
IXTAX—d™x=b

El problema (3) puede transformarse considerando una simple sustitucién, que consiste
en trasladar el centro de la cuadrétg)dAx— d"x = b al origen. Consideremos la susti-
tucionx=x+A"1dy b=b- 1d"Ald en (3), luego

e funcion objetivo:c"x = c" (X + A~1d) = cTx+cTA1d,
e restriccion cuadratica:

%XTAX— d'x=b %(X—i— Al TAR+A ) —d"(x+Ald)=b <
%*TAm d'x+ %dTA‘ld —d'x—-d"Ald=b

1. 17,1 1. &
> Ax_b+2dA d & 2x AX=Dh.

) min c'x
Luego, el problema (3) es equivalentg asa LT AR =D
3 =
Para simplificar la notacién consideraremos a partir de ahora la resolucion del siguiente
problema:
min c'x @
s.a.
sXTAX=h.
A continuacion se muestran algunos lemas, utilizados para obtener la solucion del pro-
blema (4).

Lema 2.1. La solucién x del problema (4) es Unica. Ademas se verifica que ¢ es perpen-
dicular a la restriccion en el punto*x
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MINIMIZACION DE FUNCION LINEAL CON RESTRICCION CUADRATICA CONVEXA 59

Demostracion: La solucién del problema (4) se obtiene en un pwitdonde la hipersu-
perficie de nivel (x) = c"x— c'x* = 0 es tangente a la restriccign” Ax= b enx* (ver

Figura 1). Luego, se verifica quiég; (X) = ¢ es perpendicular éxTAx: b enx*. Sibien

existen dos puntos en tales condiciones, el minimo es el que se obtiene en la direccion de
decrecimiento de funcién objetive £ —Of (x) = —c). O

FIGURA 1. Caracteristicas geométricas del problema

) min c'x [ 2b

Lema 2.2. La solucién del problem{ sa o esX =—1/s-C.
X'x=2b c'c

Demostracion: Por lema anterior, la solucion sera un punto perteneciente a la frontera
xTx = 2b tal quec es perpendicular a la misma en dicho punto. R&so= 2b es una bola
enR", y cualquier recta que pasa por el centro es perpendicular a la bola. Ademas el punto
minimo se obtiene siguiendo la direccion de decrecimiento de la funcion objetivec.
Por lo tanto, la solucion sera el punto de interseccion entre semik(gtrta —tc,t >0y
restriccionx’ x = 2b (ver Figura 2):

2b
X'x=2byx(t)=—tc,t >0 = tc'c=2b = t= o

c'C

FIGURA 2. Ejemplo del problema con restriccigihx = 2b
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Teorema. La solucion del problema (4) es

* 2b -1
X==\gach'®

Demostracion: Como la matrizA es simétrica y definida positiva podemos hallar su des-
composicién de Cholesk = LTL.

Considerando en (4) la sustituci#r= Lxy t = L~ Tc, se obtiene

e en funcion objetivoc’x = c"L~1x= (L= T¢c)"x =",

e enrestriccionx’Ax=2b < x'LTLx=2b < X'x=2b.

) min
Entonces, resolver el problema (4) es equivalente a resglvep

. / 2b
Por lema 2.2 la solucion de este problemaes — e C. Reemplazando en esta
soluciénx = Lxy t= L~ Tc obtenemos

X = —y | ——o L
(L-Tc)TL-Tc

/ 2b
N e LflLfTC
X cTL-1L-Tc ’
/[ 2b
* A—l )
X c'A1lc ¢

Para resolver el problema en forma numérica, en lugar de calsutar es conveniente
resolver el sistemaAx= c. En la resolucion de sistemas grandes puede resultar adecuado
el método del gradiente espectral por su bajo costo computacional [6, 9, 10, 11].

Podemos observar que la solucién del problema (2), teniendo en cuenta la traslacion al
origen realizada y la solucion del problema (4), es

2b+dTA-1d
* -1 -1
XA A A ©)

3. CASO 2: RESTRICCION CUADRATICA CONVEXA

O

Analicemos ahora el problema de optimizacion con restricciones

min c'x ©)
sa.
IXTAX—d™x < b,
dondec #0 € R", d € R", Ac R™" simétrica y semidefinida positivalyc R.

Como el conjunto factible, en este caso, pueder ser no acotado, la solucién del problema
puede no existir, y en caso de que exista, puede no ser Unica. Para el caso en que la solucion
no es unica, se propone hallar la solucién de minima norma.

El siguiente lema sera utilizado para obtener la solucion del problema.
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iy min  (||v[* =v"v) a
Lema 3.1. La solucion del problemg sa . esv=—-u.
viu=a [Jull

Demostracion: La funcién de Lagrange para este problema@sA) = v v+ A (viu—a).

2v+Au=0

Por condicion necesaria de primer ordeib(v,A) =0 < { Vu—a—0

1 T oA a a
Dev= suyVv'u—a=0 se obtiene; = ——. Por lo tantoy = s U
2 ulu [lull
ComolLw(v,A) = 2 es definida positiva, entonces, por condicion suficiente, el valar de
hallado es el minimo. g

Para analizar la existencia de solucién, consideremos la funcién de Lagrange para el
problema (6):
L(x,A) = cTx+A(3x" Ax—d"x—b).
De la condicién necesaria de primer orden,

C+AAX—Ad=0
XTAx—d™x—b=0.

Dec+ AAx—Ad = 0 obtenemos:-c = A (Ax—d). Entonces debe pertenecer al espacio
generado por columnas dey d. El espacio generado por columnasAles el espacio
generado por sus autovectores, por lo que resulta apropiado considerar la descomposicion
en valor singulares da.

Supongamos que la matze R"" simétrica y semidefinida positiva tiene range n.
Consideremos la descomposicién en valores singulares de la Watriz

A=UTAU,

OL(x,A)=0 <

donde:

— Orn_ .
e A= ( OA' 0 nn=t € R™" conA, € R™" diagonal con autovalores no nulos
n—r,r n—r,n—r

en la diagonal (por lo tanto es simétrica y definida positiva),;y= R™I matriz nula,
e U € R™" es una matriz ortogonal.
Considerando en el problema (6) la sustitucénUx, c=Ucy d = Ud se obtiene que
e la funcion objetivo:cx=c'UTz= (Uc)Tz=<"z
o larestriccion:3x" Ax—dTx = 3xTUTAUx—dTUTUx = 3zTAz—- dz
Luego, resolver el problema (6) es equivalente a resolver
min c'z
$7TAz- d'z<b. %

Consideremos en el problema (7) la particiérege y z

=(a ) o=(a ) = ()
Cn—r On—r Znr

dondec;,d;,z € R"y ¢y _r,dn_r,2zhr € R"". Luego,
e funcion objetivoc'z=cz 4+ ¢!,z r,
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62 TATIANA I. GIBELLI

. restricci()n:%zTKz—aTz =3dAz—d'z —dl  z ..
Entonces resolver el problema (7) es equivalente a resolver el problema
min ¢z +Cq Zos
4 AZ —dlz —dl .z <b.
Consideremos la funcién de Lagrange para el problema (8)

(8)

L(Z, 201, A) =G Z 4+ G Znr +A(3Z4 Az —df Z —dy_ z0 — D).
Por condicién necesaria de existencia de punto estacionario,

Cr+)LArZr—ldr :O
DL(Zr,anr,A):O = Cn_r—ldn_r :O
%Z;rArzr - d;rzr - dr-Lanfr —b=0.

Dec, r — Ad,_; = 0 podemos considerar dos casos:
1. Sidy_r =0, entonces debe sef_; = 0. Luego el problema (8) se reduce a resolver

min ¢z
*ar T
34 Az —d' z <b.

El valor dez que resuelve el problema (9) es Gnico pues la restriccion es cuadratica
estrictamente convexa (ya gée es simétrica y definida positiva). De (5) sabemos

que
_ 2b+dTA D
I e A

En este caso la solucién del problema (8) no es Unicazueso estd univocamente
determinado. La solucién de minima norma se obtiene considergnde 0,_,, €s
decir,z* = (z7,00_,)T.
La solucién es Unica si= n, es decir, sA no tiene autovalores nulos.
2. Sidy_r # 0, entonces debe ser ; = Ad,_, de donde se obtiene el valbr= 1*.
Por condicion suficiente de existencia de minirhdy definida positiva= A > 0.
Entonces, sk* > 0, dec; + 1Az — Ad, = 0 se obtiene:
7 =A G~ o)
Considerand@; en3z' Az —dfz —d}_,z,_, = bobtenemosd!_ z,r = 3zTAz
—d'z —b. El valorz, ; que satisface esta ecuacién no siempre es Gnico. Por
Lema 3.1, mostrado al final de esta seccion, podemaos obtener la solucion de minima
norma:

9)

. 3% A -4z b
o d—rGnr
Luego, la solucién de minima norma del problema (8)‘es (z7,z:T,)T.

La solucién es Unica cuandg_; # 0 € R, es decirr =n— 1y por lo tantdA tiene
un Unico autovalor nulo. En cualquier otro caso la solucién no es Unica.

dnfr .
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Teniendo en cuenta los resultados anteriores, la solucion del problema (6) puede obte-
nerse por medio del siguiente algoritmo.

Algoritmo 1

Datos:c # 0 € R", A€ R™" simétrica y semi-definida positivd,c R"y b € R.
Paso 1:HallarU y A tal queA=UT < A Onnr )U yuTu =1.

On—r,r On—r,n—r
Paso 2:Calcularc=Uc=(c¢/,¢l ,)Tyd=Ud=(dT,dl 7.
Paso 3:

1) Sid,_; = 0 entonces:

e Sicy_r =0, entonces:

2b+dTA1d
A B A

-Z'= (ﬁTao-rll——r)T'
—-x*=UTz.
sino “problema no acotado".
2) Sidy_r # 0 entonces:

e Sich_r = A*dnh_r cOnA* > 0, entonces:
-z =Ad - o).
3ZAZ —d'7 b

— pr— d — -
Z;f]fr dr-ll—,rdn—r n—r

-z ="z

-x=UTz.

sino “problema no acotado”.
Para la implementacion de este algoritmo puede observarse que:

e Caso 2 incluye el Caso 1, es decir, el Algoritmo 1 puede ser utilizado para hallar la
solucion del cualquier problema de minimizacion de una funcion lineal sujeta a una
restriccién cuadratica convexa. Sin embargo, cuando la restriccion es estrictamente
convexa es conveniente obtener la solucién via (5) ya que en este caso no es necesaria
la descomposicion en valores singulares de la matriz.

e EnPaso 1debera considerarse un algoritmo que obtenga la descomposicién en valo-
res singulares de una matriz, por ejemplo, el algoritmo de Kahan y Golub [7]. La
forma de obtener esta descomposicion influye, tanto en tiempo de cémputo como en
la precisién de la solucién. Por este motivo Algoritmo 1 resulta mas eficiente cuando
esa descomposicion no es necesaria o puede obtenerse facilmente.

e EnPaso 3 se pueden simplificar algunos célculos pues, como la n¥gtes una ma-
triz diagonal con autovalores positivos en la diagonal, es d&cis, (v1,Va,...,Vr),
entonces, considerande= (x1,Xp,...,%) € R,

— A X = (V1X1,V2X2, ..., VnXr ),
— AIX= (xa/V1, X2/ V2, - X [ V2).
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4. EJEMPLOSNUMERICOS

Como se menciond en la Seccion 1, existen algoritmos para resolver el problema consid-
erado en este trabajo. La mayoria de los métodos conocidos son iterativos, basados en
métodos de punto interior y métodos de penalizacion, que permiten obtener la solucién de
diferentes problemas convexos. A diferencia de éstos, el algoritmo propuesto obtiene la
solucién del problema en forma directa y puede ser utilizado sélo para resolver el problema
particular de minimizacion de funcion lineal sujeta a restriccién cuadratica convexa.

En esta seccién se presentan algunos ejemplos en que se obtiene la solucién del pro-
blema aplicando el algoritmo presentado. El algoritmo ha sido implementado en MAT-
LAB, y los ejemplos fueron resueltos en una PC con procesador Pentium 1V, 2.40 GHz,
con 512 MB RAM. EnPaso 2 las matrice$) y A, correspondientes a la descompaosicion
en valores singulares de la matfizson obtenidas con la subrutised.mde MATLAB (la
misma pertenece al paquete LAPACK [1]).

Los resultados obtenidos con Algoritmo 1 son comparados con los que se obtienen al
utilizar la subrutinagmincon.m del toolbox de optimizacién de MATLAB (esta funcion
resuelve problemas de minimizacién con restricciones y esta basada en el método interior-
reflexivo de Newton y estrategia de region de confianza).

En las tablas se utilizan las siguientes notaciones:

e n: numero de variables del problema.

e f*=cTx*: el valor de la funcion objetivo en el valor estimaxio

or= H%x"TAx* —Db||: el valor absoluto de la restriccion evaluadaxén Observemos
gue este valor deberia ser cero.

e CPU time: tiempo de computo requerido para obtener la solucién.

Seav = (1,2,...,n)T € R". Se analizaran tres problemas diferentes, considerando en
(4) diferentes valores paa£ 0 e R",d e R", Ac R™"y b e R.
e Problemal:c=(1,1,...,1)T € R", A=diagonalv),d=0yb= 1.
e Problema2:c=v,A=wW',d=0cR"yb=1.
e Problema3:c=v,A=B"BcR"™", dondeB € R™" es la matriz “magica” constru-
ida con enteros de 1r& de forma tal que la suma de las componentes de cualquier
fila o columna esiguaj =vyb=1.

n Algoritmo 1 fmincon

10

f*=—-1.71142287409286
r =4.440892098500626- 016
CPUtime=0

f*=—-1.71142306149662
r =3.226001574763169- 007
CPUtime=0.3

20

f* = —-1.89677084992987
r=—3.3306690738754#)- 016

f*=-1.89677126828063
r =5.2023737784345%7—- 007

CPUtime=0 CPU time = 0.6

f* = —-2.06846393223000 f* = —-2.06845942310633

40 r=0 r = 8.0084264197921%8- 007
CPUtime=0 CPU time=4.1

TABLA 1. Problema 1 para diferentes valoresnde
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n Algoritmo 1 fmincon
f*=-1.41421356237310 f*=-1.41421356237414
50 r=0 r =2.950084621033966- 012
CPUtime=0 CPU time=10.3
f*=-1.41421356237310 f*=-1.41421356239834
100 r=0 r =7.1397554535224%¥- 011
CPU time = 0.05 CPU time=0.9
f*=-1.41421356237309 f*=—-1.41421361000466
200 | r = 4.440892098500626- 016 | r = 1.347224110048728- 007
CPUtime =0.3 CPU time =45

TABLA 2. Problema 2 para diferentes valoresnde

n Algoritmo 1 fmincon
f*=-1 f* = —1.00000003731442
12 | r = —8.837375276016246- 014 | r = 8.970851261835833- 008
CPUtime=0 CPU time =0.3
f*=-1 f* = —1.00000037090778
20| r=1.771915947301750- 013 | r = 8.6112589325892%1- 007
CPUtime=0 CPU time=0.8
f*=-1 f* = —-1.00000015854753
40| r = —4.313216450668738- 012 | r = 3.1802579680828%65- 007
CPUtime=0 CPU time =6.5

TABLA 3. Problema 3 para diferentes valoresnde

Los problemas dados corresponden a los diferentes casos considerados en este trabajo.
Problema 1, corresponde a Caso 1, y la aplicacion de Algoritmo 1 coincide con (5). En
Problema 2 la matriz tiene rango 1 y corresponde al caso considerdéiaser3.1 En
Problema 3 la matriz tiene rango 3 fsies par divisible por 4) y corresponde al caso
considerado eRaso 3.2

Como la solucion con Algoritmo 1 es obtenida en forma directa, el tiempo de computo
es menor que el requerido por los algoritmos iterativos. Esto puede observarse, en los
resultados mostrados en las tablas, pues el tiempo de computo de Algoritmo 1 es consi-
derablemente menor que el requerido por el algoritmo iterativo con que se compara (sub-
rutinafmincon.mdel toolbox de optimizacion de MATLAB). Esta diferencia se hace mas
notable a medida que se incrementa el niimero de variables del problema. Por este motivo,
el algoritmo propuesto en este trabajo puede resultar apropiado para resolver problemas de
dimensiones grandes.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta una manera de obtener, en forma directa, la solucién del pro-
blema de minimizacion de una funcion lineal sujeta a una restriccion cuadratica convexa.
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Se analizan por separado el caso de una restriccion estrictamente convexay el caso de una
restriccion convexa.

El algoritmo presentado resulta, por su simplicidad, apropiado para problemas de gran
escala. Ademas puede resultar adecuado para problemas donde la descomposicién en valo-
res singulares de la matriz asociada a la restriccién cuadratica pueda obtenerse en forma
eficiente.

Como se observa en los ejemplos numéricos mostrados, el tiempo de computo requerido
por Algoritmo 1 es considerablemente menor que el requerido por los algoritmos iterativos
conocidos para resolver el problema, ya que obtiene la solucién en forma directa. Otra
de las ventajas del algoritmo propuesto es la deteccion cuando se trata de problemas no
acotados. La mayoria de los algoritmos conocidos para optimizacién con restricciones
requieren que el problema dado sea acotado.

El problema de minimizacién de una funcién lineal sujeta a varias restricciones cuadra-
ticas convexas esta siendo analizado. Se pretende extender las ideas utilizadas en la reso-
lucion del caso presentado en este trabajo.
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