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LA ECUACION CUANTICA DE YANG-BAXTER
EN EL CONTEXTO DE CARCAJ

NICOLAS ANDRUSKIEWITSCH

Este es el texto de la conferencia dictada en el VIII Congreso Monteiro el 27 de mayo
de 2005. Se discute la ecuacion de trenzas, también llamada ecuacion cuantica de Yang-
Baxter, en diversos contextos, para luego mostrar recientes resultados del autor y colabo-
radores acerca de soluciones de esta ecuacion en el contexto de carcaj.

Agradezco al comité organizador por la cordial invitacion.

1. EL GRUPO DE TRENZAS

Dadon € N, consideramos el grupo simétricortetrasS,. Seas = (i,i+1). Entonces
S esta generado pai, . ..,S,_1 con relaciones

=6
SS+1S = S+1SS+1,
S'Sj:SjS, |i_”>1'
En 1925, Artin introdujo egrupo de trenza®,. Se puede definir como el grupo gene-
rado poroy,...,on_1 CON relaciones
0i0i+10j = 0i+10i0j41,
cioj=ojoi, [i—jl>1.
Hay importantes definiciones alternativas en topologia. Es evidente que existe un epi-
morfismo de grupoB, — Sp.

El grupo de trenzas tiene interesantes propiedades; por ejemplo, el siguiente resultado
es de fines de la década de 1950.

Teorema. El grupo de trenza®,, esresidualmente finitoEsto es, dado & By, x # e,
existe un morfismo de grupas B, — F, donde F es finito, tal que(x) # e.

Sin embargo la descripcion explicita de los cocienteB,gain no esta completa.

Sdlo recientemente se pudo demostrar que el grupo de trenzas admite una representacion
lineal fiel.
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88 NICOLAS ANDRUSKIEWITSCH

Teorema.[B, K]. El grupo de trenza®, es lineal.

2. LA ECUACION DE TRENZAS

SeaV un espacio vectorial complejo. Un isomorfismo lineaV @V —V ®V se dice

una solucion de lacuacion de trenzes
(c®id)(id®c)(c®id) = (ld®c)(c®id)(id®c). 1)

En tal caso, el pajV, c) se dice un “espacio vectorial trenzado”. Algunos autores llaman
a (1) laecuacion cuantica de Yang-Bax{&@YBE, por sus siglas en inglés).

Sean € N, n> 3. Entonces

Oj — idv@ifl XCX® idV@’onfifl

define un morfismo de grupds, — GL(V®"). Estas representaciones de los grupos de
trenzas son importantes en varias areas de la matematica y la fisica teorica.

La clasificacion de las soluciones de la ecuacion de trenzas se conoce séld/er @dim

Método de Drinfeld para construir soluciones de QYBE.

En su famoso reporte en el ICM de 1986 [D1], Drinfeld propuso un método para cons-
truir soluciones de la ecuacion de trenzas.

Definicion. (Drinfeld). Un&lgebra de Hopf cuasitriangulags un parfH,R) dondeH
es un algebra de HopflR e H @ H es inversible tal que

(A®id)(R) = RigRes, 2)
(id®A)(R) = RisRuz, (3)
T(A(X) = RAR Y, (4)

x € H. Aqui, 7 es la transposicion usudt;; = R®id, Rys = Id®R, Rz = 123R12.
Si (H,R) es un &lgebra de Hopf cuasitriangular entoriReatisface
R12R13R23 = Re3Ri3R12. (5)
Propiamente, (5) es la ecuacién cuantica de Yang-BaRt®ugle llamarse unamatriz

universal. La relacion con la ecuacion de trenzas es la siguieriteeSunH-maédulo, se
definec:V ®V — V ®V por la conmutatividad del siguiente diagrama:

T

VoV VeV

RN

VeV

Entonceg es solucion de la ecuacion de trenzas, gracias a (5).

Construccion de algebras de Hopf cuasitriangulares.
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LA ECUACION CUANTICA DE YANG-BAXTER EN EL CONTEXTO DE CARCAJ 89

Necesitamos entonces encontrar algebras de Hopf cuasitriangulares. Una manera uni-
versal fue propuesta, nuevamente, por Drinfeld.

DadaH un algebra de Hopf, que supondremos de dimension finita para evitar com-
plicaciones técnicas, se le asocia un algebra de Hopf cuasitriangular, llantutdestie
Drinfeld deH, de la siguiente manera: como espacio vectorial,

DH)=H"®H;

aqgui, se considera un producto “torcido” por un cociclo conveniente y el coproducto (esen-
cialmente) tensorial. Exist® € D(H) @ D(H) “candnica” tal quéD(H ), %) es cuasitrian-
gular. Ademas, SiH,R) es cuasitriangular, se tiene un epimorfisfBgH ), #Z) — (H,R).

Para mas detalles ver [M]].

En resumen, dada cualquier algebra de Hopf de dimension finita, las representaciones
de su doble de Drinfeld dan lugar a soluciones de la ecuacion de trenzas (1).

Cabe preguntarse: ¢Toda solucion de la ecuacion de trenzas (1) aparece asi? La res-
puesta es afirmativa si nos restringimos a soluciones no degeneradas, omitimos el re-
querimiento de finitud de la dimensién, y consideramos comdédulos en lugar de modulos
(representaciones). Es decir, se asocia un algebra de Hopf (co)cuasitriangular “universal”
a una solucién de la ecuacién de trenzas. La construccion se realiza en dos pasos. En el
primer paso, se le asocia una bialgebra (co)cuasitriangular, llamadddabra FRT ver
[FRT] o el libro [M]j] para mas detalles. El pasaje de esta bhidlgebra a un algebra de Hopf
es mas delicado y en total generalidad, se debe a Hayashi [H1].

3. LA ECUACION DE TRENZAS EN EL CONTEXTO DE CONJUNTOS

SeaX un conjunto no vacio. Una biyecci@n X x X — X x X se dice una solucién de
la ecuacion de trenzas en el contexto de conjuddYBE conjuntista) si

(cx id)(id xc)(c x id) = (id xc)(c x id)(id xc). (6)

En tal caso, el pafX,c) se dice un “conjunto trenzado”.
Sic? =id, ¢ se dice unaimetria

Sean € N, n> 3. Entonces
Oj — idxi—l XC X idxn—i—l

define un morfismo de grupd@, — Aut(X").

Sea(X, c) un conjunto trenzado. S¥a= CX— el espacio vectorial de baXe Entonces
la extension de a un isomorfismo d¥ ®V es una solucion de QYBE (1).

Motivado en parte por esta observacion, Drinfeld propuso en [D2] el siguiente problema.

Problema. Estudiar la QYBE conjuntista
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90 NICOLAS ANDRUSKIEWITSCH

Se introduce la siguiente notacion: i X x X — X x X es una funcién biyectiva,
—, —: X x X — X son las funciones dadas por

c(Xy) = (X= Y, xy),
X,y € X. Se dice que esno degeneradaix— __, +y: X — X son biyectivas.

El siguiente resultado fue obtenido por Etingof, Schedler y Soloviev en 1999, en el caso
de simetrias; y por Lu, Yan y Zhu en 2000, en el caso de trenzas generales.

Teorema.[ESS, LYZ1]; ver también [T2].

(@). G grupo,—,~—: Gx G — G acciones tales quex,y € G
x—fg=(x—=f)((x=f)—0),
xy—g=(x=(y—9)y-9),

xy=(X—=y)(x=y).

Entonces c es soluciéon de QYBE conjuntista.

(b). Hay una correspondencia biyectiva entre

e grupos trenzadods, —, —).
e triples(G,N, ), dondeG y N son grupos yr : G — N es un 1-cociclo biyectivo.

En tal casqG, —,+) se dice urgrupo trenzaddgTakeuchi).

Posteriormente, Soloviev dio una caracterizacion de las soluciones conjuntistas no de-
generadas de QYBE en términos de representaciones de grupos trenzados (ver [S]). Las
soluciones conjuntistas no degeneradas de QYBE indescomponibles con un nimero primo
de elementos fueron clasificadas en [EGS]; la prueba usa la clasificacion de los grupos
finitos simples.

4. LA ECUACION DE TRENZAS EN EL CONTEXTO DE CARCAJ

Recordemos que un carcaj (como el nombre lo indica) es un conjunto de flechas. For-
malmente, un carcaj es una coleccién de conjuntos y funciowes?,p,f: o — Z); p
se dice el origen ¥ el fin. Los elementos de/ se llaman flechas y los d&?, puntos.
Dados punto®, Q, denotamos (P, Q) al conjunto de flechaB — Q, esto es flechaa
tales quep(a) = P, f(a) = Q. Los morfismos de carcaj se definen de forma evidente; son
mapas entre las flechas y entre los conjuntos, que preservan origen y fin.

Denotamos por Qui?) a la categoria de carcaj con base fi#g un morfismo en
Quiv(Z) es la identidad er”.

Quiv(Z?) es una categoria monoidal: dade$§ % € Quiv(Z?) se define su producto
tensoriales ® % como el producto fibrade? ;x, %, esto es

A DB = x, B={(ab)cI xB:{(a)=pb)};

es un carcaj sobre” conp(a,b) = p(a), f(a,b) = f(b). EIl objeto identidad para este
producto tensorial es= (£, Z,id,id).
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Problema. Estudiar la QYBE en el contexto de carca,.

Esto es, dadaz carcaj sobreZ, un morfismo biyectivo de carcaj: < ;x,.o/ —
a1 xp </ se dice una solucion de éuacion de trenzas en el contexto de cafodDYBE
en carcaj) si

(exid)(id xc)(cxid) = (id xc)(cxid)(id xC) : o Xy A yxp o — A §xp o 13, . (7)

En tal caso(.<7, c) se dice un carcaj trenzado.

La idea es seguir la estrategia de [ESS, LYZ1] con“grupoides” en lugar de “grupos”.
Antes de desarrollar esta idea, discutimos la motivacién que nos lleva a considerar este
problema.

Supongamos qué” es finito y sedR = C?”’; es un algebra conmutativa semisimple de
dimension finita— y toda algebra conmutativa semisimple de dimensioén finita es isomorfa
a unC?. Considerando el espacio vectorial engendrado por un carcaj, se obtiene un
functor monoidal

linealizacién

(Quiv(Z), 1xp) (BimodR, ®R)-

En particular, gie7,c) es un carcaj trenzado, se obtiene una solucion de QYBE en la
categoria de bimdédulos. A su vez las categorias de bimddulos son importantes por la
siguiente razoén.

Se conoce en la literatura corsategoria de fusiéa una categoria tensorial semisim-
ple con ciertas condiciones de finitud, ver por ejemplo [ENO]. Estas categorias son de
importancia en varias areas de matematica y fisica tedrica.

El siguiente importante resultado fue probado por Hayashi [H2]; de hecho, él prueba
gueR se puede elegir conmutativa. Posteriormente, Ostrik lo extendi6 precisando qué tipo
de algebras semisimpl&ypueden aparecer [Q].

Teorema. Dada una categoria de fusié#i, existe un algebra semisimple de dimensién
finita R y un funtor de fibr& — BimodR.

En palabras llanas, toda categoria de fusién se “representa” en una categoria de bimo-
dulos sobre un algebra separable. El estudio de las categorias de fusion trenzadas requiere
el estudio de las soluciones de QYBE en la categoria de bimédulos; el estudio de los carcaj
trenzados es relevante a estos efectos.

5. GRUPOIDES
Recordemos que un grupoide se puede definir como una categoria cuyos morfismos son

todos inversibles. Intuitivamente, podemos pensar que un grupoide es un “objeto grupo en
la categoria de carcaj”. A los efectos de esta exposicidén, podemos definir formalmente un
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92 NICOLAS ANDRUSKIEWITSCH

grupoide como un carc@¢y, &, p, f : &/ — &), munido de morfismos de grupoides:

m:9ix,9 —% (producto parcialmente definido)
1: P —Y, P—1(P)=idp, Pe 2, (identidad)
G —9P  a— S(@=al, ac, (inversion)

donde%°F es el carcaj opuestd4a (0 sea el que invierte principio y fin— p). Estos datos
estan sujetos a los siguientes axiomas:

e Mes asociativa, vale decir el siguiente diagrama conmuta:
Gix, 91,9 2 @ik, 9

dxm| [m

m

Gixpy9 —— Y.
e 1 es el neutro den, vale decir los siguientes diagramas conmutan:

P ¥ 2 G4 Gix, P N G, 9

o I

g — Y, g — 9.

e .7 es lainversa de, vale decir los siguientes diagramas conmutan:
g L g, g% g LN, gop g
d [m ] [
P —— 9, » . 9.
Veamos algunos ejemplos de grupoides.

e Un grupoide donde # = 1 es un grupo.

e Dada una relacion de equivaleneieen & se define un grupoid€ por

) 1pg, P~Q,
%’(F’,Q)—{Q o

Es decir,Z (P, Q) tiene exactamente un elementdsi- Q y ninguno en caso contrario.
Es facil ver queZ es un grupoide.

e Es unresultado clasico que todo grupoide se describe por medio de grupos y relaciones
de equivalencia. Ver por ejemplo [AN1].

Acciones de grupoide$.os grupoides no actlian sobre conjuntos sino sobre “fibrados”
con baseZ.
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Sean¥ grupoide sobreZ y p: & — £ una funcion. Unaccion a izquierdale ¥ en
p es una aplicacion : ¥ xp & — & tal que

p(ge) = p(9),
o>(h>e) = gh-e,
id p(e)re=e,

vg,h e ¢, e & componibles. Morfismos de acciones y acciones a derecha se definen de
manera evidente.

6. SSTEMAS DE GRUPOIDES APAREADOS

El concepto de sistema de grupoides apareados fue introducido por Mackenzie en 1994
[M]; extiende una nocién analoga para grupos que aparece, por ejemplo, en trabajos de
Mackey, G. I. Kac, Takeuchi.

Se necesita una notacién gréfica. Un grupoide es “vertical” si el origen y fin se denotan
ty b (“top” y “bottom”). Andlogamente, un grupoide es “horizontal” cuando el origen y
fin se denotanh y r (“left” y “right”). Las flechas de un grupoide vertical se dibujan de
arriba hacia abajo, y las de un grupoide horizontal de izquierda a derecha.

Seart,b: 7 = 22 un grupoide vertical y,r : 27 = & un grupoide horizontal. Se dice
que forman ursistema de grupoides apareadsisestan munidos de: 77 x; ¥ — ¥
accion a izquierda de?Z ent : v — Py <. x ¥V —  accion a derecha d& en
r. 7 — 2, tales que

b(x>g) =1(xag),  xfg=(ef)((xaf)>g),  xyag= (xa(y>g))(y<g),
vf,ge ¥, Xy e s componibles.

Proposicién. Son equivalentes:

1. Sistemas de grupoides apareados.
2. Grupoides con factorizacion exacta.
3. Grupoides dobles vacantes.

Recordemos que una factorizacién exacta de un gruggids un par de subgrupoides
tales quez = ¥ ¢ (escritura Unica). SV, 2 es un sistema de grupoides apareados, el
grupoideZ de la correspondiente factorizacion exacta se derota.7Z .

Ver [AN1] para una discusion de las nociones de grupoide doble (debida a Ehresmann)
y grupoide doble vacante (debida a Mackenzie). Informalmente es un conjunto munido
de dos estructuras compatibles de grupoide; sus elementos se describen apropiadamente
como “cajas” que se componen vertical u horizontalmente.

La correspondencia entre sistemas de grupoides apareados y esta dada por

X
(x,9)— xg ]g.

X<g
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94 NICOLAS ANDRUSKIEWITSCH

Es posible dar una descripcion precisa de sistemas de grupoides apareados en términos
de grupos, ver [AN1, AM].

7. REPRESENTACIONES DE SISTEMAS DE GRUPOIDES APAREADOS

Sea(V, . ,>,<) un sistema de grupoides apareados.

Definicién. [AA]. Una representaciomle (¥, ¢ ,>,<) es un triple(.<7,>, | |), donde

e ¢/ es un carcaj sobre?,
o > x, o/ — &/ €S unaaccion aizquierda g€ enp,
e ||/ — ¥ es un morfismo de carcaj sobfé, tales que

|x>a = x>|a), (x,@) € I xp .
Existen representaciones naturaleg de.”Z,>,<); por ejemplo?’, 77, ver [AA].

La categoria Repy’,.7¢) de representaciones (#,.77,>,<) es una subcategoria mo-
noidal de Quiy#?). Nuestro siguiente objetivo es determinar estructuras de categoria
trenzada en Rép’, 7).

Definicion. [AA]. Un morfismo de grupoideg : ¥ — ¢ se dice unaotacionsi
yx(9) = x(y>0)(y<g)
vge v, ye A, H(g) =r(y).

Teorema. [AA]. (a). Las estructuras de categoria trenzadaRep 7, 7#) estan
parametrizadas por pare€,n) de rotaciones/’ — J# tales que

n(gp-f=gf(§(f)"»g™)
paratodos f, g er’ con bhig) =t(f).

Un par de rotaciones con esta propiedad se dice un par LYZ; en efecto, pares de morfis-
mos con estas propiedades aparecen en [LYZ1].

(b). Si«/ es una representacion d&,#), y (§,n) es un par LYZ, entonces,, :
A X — X, </ dado por
6./.#(a,b) = (n(jal)eb, (£ (b]) *<lal *)va),
(a,b) € o7 ;x, 47, es una solucion de QYBE en el contexto de carcaj.
En otras palabrag«, c.,) s un carcaj trenzado.

En sintesis, para construir ejemplos de carcaj trenzados, basta con exhibir:

e Un sistema de grupoides aparea(s .z, >, <);
e unarepresentacidns,>, | |) de (¥, ,>,<);
e unpar(&,n) para(¥,#,>,<).

Actas del VIII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro, 2005



LA ECUACION CUANTICA DE YANG-BAXTER EN EL CONTEXTO DE CARCAJ 95

Reiteramos, es posible describir sistemas de grupoides apareados mediante grupos y
subgrupos, y existen representaciones naturales de un sistema de grupoides apareados.
Salo resta precisar una descripcion explicita de pares LYZ. En lugar de ello, discutiremos
la nocién de grupoide trenzado, mediante la cual se obtiemerslos carcaj trenzados no
degenerados.

Ejemplo[AA]. Dado (¥, ,>,<) un sistema de grupoides apareados, existe otro sis-
tema
(VRAPY 1 0, —, )
llamado el “doble de Drinfeld” del sistema inicial, y un par LXiZn : ¥ X.#°P — ¥
2 dado explicitamente por

E(r,x) = (idy 1(x),x)
n(y.x) = (1,idt(y)) -

Asi, dado cualquier sistema de grupoides apareados, las representaciones de su doble de
Drinfeld dan lugar a soluciones de la ecuacion de trenzas (7).

8. GRUPOIDES TRENZADOS

Definicion. [A]. Un grupoide trenzad@s un triple(¢,>,<), donde¥ es grupoide de
baseZ,

G G, 9 —— G
son acciones a izquierda y derecha, respectivamente, talgs/q4e es un sistema de
grupoides apareados y

fg=(frg)(f<g),  (f,0) €¥x,9.
El adjetivo “trenzado” en la precedente definicién se justifica por la siguiente obser-
vacion. Sea . ¥ x, 9 — 9%, % dado por
o(f,g)=(frg fag), (f,.9) €, 9.

Entoncess es una solucion no-degenerada de QYBE en carcaj.
Para enunciar el resultado principal de [A], es menester aun una definiciébn mas.

Definicion. [A]. Un par estructurales un pa(¥, <7 ), donde¥ es un grupoide trenzado
y &/ es una representacion @¢,¥ < ¢) tal que

e |.<7| genera el grupoid®,

e cierto mapel : ¥ — aul( 2.4/ 1 x, 2</) inducido por la accion a izquierda es inyec-
tivo.

Teorema. Existe una correspondencia biyectiva entre

(a) Carcaj trenzados no degenerados.
(b) Pares estructurales.
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96 NICOLAS ANDRUSKIEWITSCH

Se han construido ejemplos explicitos de grupoides trenzados en [MM].

9. ALGEBRAS DEHOPF DEBILES CUASITRIANGULARES

La nocion dealgebra de Hopf débiés una versién disminuida de la nocién de algebra
de Hopf; por ejemplo, el coproductopreserva la multiplicacion pey(1) # 1® 1. Para
la definicion completa y una sintesis de las propiedades basicas, ver [NV]. Informalmente,
asi como la categoria de representaciones de un algebra de Hopf es una categoria tenso-
rial “contenida” en la categoria de espacios vectoriales, la categoria de representaciones
de un algebra de Hopf débil es una categoria tensorial “contenida” en la categoria de
bimodulos sobre un algebra separable asociada intrinsecaméntesadecir,

Algebra de HopH « (categoria tensori&’, funtor de fibraz — VecC),
Algebra de Hopf débiH « (categoria tensori&’, funtor fiborag’ — BimodR).

La relevancia de esta nocion se potencia gracias al teorema de Hayashi y Ostrik ya
citado.

Asi como para las algebras de Hopf, se tiene la nocion de algebra de Hopfudkediiii-
angular. es un pafH,R) dondeH es un algebra de Hopf débilge H ® H es inversible
gue satisface ciertas condiciones convenientes, ver [NV, NTV]. En tal &se,dice
unaR-matriz universal; induce una solucién de la ecuacion de trenzas en el contexto de
bimodulos para cada representaciort-de

Se han construido ejemplos de algebras de Hopf débiles a partir de grupoides dobles.

i) En [AN1], se asocio a un grupoide doble vacante finffe- que, como vimos, es
equivalente a un sistema de grupoides apareados fiflitog”’— un algebra de Hopf débil
CT (0C(v,2)).

Dado un par LYZ£,n para el sistema de grupoides apareados finitps#’, se cons-
truye por “linealizacion” un& matriz universalz (&, n) paraC( ¥, ). En otras palabras
se tiene un algebra Hopf débil cuasitriangyl@f?,7¢),%(&,n)). Ver [AA].

ii) En el caso particular cuand®’, .»# es un sistema de grupos apareados finitos (es
decir cuando #” = 1), C(7¥,2¢) es un algebra de Hopf, recuperandose una construccion
presentada por G. I. Kac en 1968 [Kac] y redescubierta por M. Takeuchi en 1981 [T1]. La
construccion d&-matrices universales paty 7', .7#’) en este caso aparece en [LYZ3].

iif) En [AN2], se asocio a un grupoide doble finitg (no necesariamente vacante pero
que satisface una condicion técnica de “relleno”) un algebra de Hopf@éhil

Por otro lado, digamos que una ba&ede un algebra de Hopf de dimensién finkida
espositivasi los coeficientes de estructura del producto, unidad, coproducto, counidad
y antipoda respecto d& son positivos (se entiende 0). Analogamente, siH, R) es
cuasitriangular entonces es positiva si, ademas, los coeficienteRaespecto de la base
ba b, b, b € %, son positivos.
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Lu, Yan y Zhu probaron que un algebra Hdpfque admite una base positiva lds~
C(v,2) [LYZ2]. Mas aun,

Teorema.[LYZ3] SiH es un algebra Hopf cuasitriangular que admite una base posi-
tiva entonces R~ (C(¥,.2),2(£,1)), para cierto sistema de grupos apareados finitos
v,y cierto par LYZE 1.

La construccién de [AN2] muestra que existen algebras de Hopf débiles con base posi-
tiva que_noson de la forma& (¥, .7#). Seria interesante encontrar analogos de los resulta-
dos de [LYZ2, LYZ3] para algebras de Hopf débiles.
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