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LA ECUACIÓN CUÁNTICA DE YANG-BAXTER
EN EL CONTEXTO DE CARCAJ

NICOLÁS ANDRUSKIEWITSCH

Éste es el texto de la conferencia dictada en el VIII Congreso Monteiro el 27 de mayo
de 2005. Se discute la ecuación de trenzas, también llamada ecuación cuántica de Yang-
Baxter, en diversos contextos, para luego mostrar recientes resultados del autor y colabo-
radores acerca de soluciones de esta ecuación en el contexto de carcaj.

Agradezco al comité organizador por la cordial invitación.

1. EL GRUPO DE TRENZAS

Dadon∈N, consideramos el grupo simétrico enn letrasSn. Seasi = (i, i +1). Entonces
Sn está generado pors1, . . . ,sn−1 con relaciones

s2
i = e,

sisi+1si = si+1sisi+1,

sisj = sjsi , |i− j|> 1.

En 1925, Artin introdujo elgrupo de trenzasBn. Se puede definir como el grupo gene-
rado porσ1, . . . ,σn−1 con relaciones

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,

σiσ j = σ jσi , |i− j|> 1.

Hay importantes definiciones alternativas en topología. Es evidente que existe un epi-
morfismo de gruposBn→ Sn.

El grupo de trenzas tiene interesantes propiedades; por ejemplo, el siguiente resultado
es de fines de la década de 1950.

Teorema. El grupo de trenzasBn esresidualmente finito. Esto es, dado x∈ Bn, x 6= e,
existe un morfismo de gruposπ : Bn→ F, donde F es finito, tal queπ(x) 6= e.

Sin embargo la descripción explícita de los cocientes deBn aún no está completa.

Sólo recientemente se pudo demostrar que el grupo de trenzas admite una representación
lineal fiel.

2000Mathematics Subject Classification.17B37; 81R50.
Financiado por CONICET, Fundación Antorchas, TWAS (Trieste), Agencia Córdoba Ciencia, Foncyt-

ANPCyT y Secyt (UNC).

87



88 NICOLÁS ANDRUSKIEWITSCH

Teorema. [B, K]. El grupo de trenzasBn es lineal.

2. LA ECUACIÓN DE TRENZAS

SeaV un espacio vectorial complejo. Un isomorfismo linealc : V⊗V→V⊗V se dice
una solución de laecuación de trenzassi

(c⊗ id)(id⊗c)(c⊗ id) = (id⊗c)(c⊗ id)(id⊗c). (1)

En tal caso, el par(V,c) se dice un “espacio vectorial trenzado”. Algunos autores llaman
a (1) laecuación cuántica de Yang-Baxter(QYBE, por sus siglas en inglés).

Sean∈ N, n≥ 3. Entonces

σi 7→ idV⊗i−1⊗c⊗ idV⊗n−i−1

define un morfismo de gruposBn→ GL(V⊗n). Estas representaciones de los grupos de
trenzas son importantes en varias áreas de la matemática y la física teórica.

La clasificación de las soluciones de la ecuación de trenzas se conoce sólo en dimV = 2.

Método de Drinfeld para construir soluciones de QYBE.

En su famoso reporte en el ICM de 1986 [D1], Drinfeld propuso un método para cons-
truir soluciones de la ecuación de trenzas.

Definición. (Drinfeld). Unálgebra de Hopf cuasitriangulares un par(H,R) dondeH
es un álgebra de Hopf yR∈ H⊗H es inversible tal que

(∆⊗ id)(R) = R13R23, (2)

(id⊗∆)(R) = R13R12, (3)

τ(∆(x)) = R∆(x)R−1, (4)

x∈ H. Aquí, τ es la transposición usual,R12 = R⊗ id, R23 = id⊗R, R23 = τ23R12.

Si (H,R) es un álgebra de Hopf cuasitriangular entoncesRsatisface

R12R13R23 = R23R13R12. (5)

Propiamente, (5) es la ecuación cuántica de Yang-Baxter;Rsuele llamarse unaR-matriz
universal. La relación con la ecuación de trenzas es la siguiente. SiV es unH-módulo, se
definec : V⊗V→V⊗V por la conmutatividad del siguiente diagrama:

V⊗V
τ // V⊗V

V⊗V

c

::uuuuuuuuuR

ddIIIIIIIII

Entoncesc es solución de la ecuación de trenzas, gracias a (5).

Construcción de álgebras de Hopf cuasitriangulares.
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Necesitamos entonces encontrar álgebras de Hopf cuasitriangulares. Una manera uni-
versal fue propuesta, nuevamente, por Drinfeld.

DadaH un álgebra de Hopf, que supondremos de dimensión finita para evitar com-
plicaciones técnicas, se le asocia un álgebra de Hopf cuasitriangular, llamada eldoble de
Drinfeld deH, de la siguiente manera: como espacio vectorial,

D(H) = H∗⊗H;

aquí, se considera un producto “torcido” por un cociclo conveniente y el coproducto (esen-
cialmente) tensorial. ExisteR ∈D(H)⊗D(H) “canónica” tal que(D(H),R) es cuasitrian-
gular. Además, si(H,R) es cuasitriangular, se tiene un epimorfismo(D(H),R)→ (H,R).
Para más detalles ver [Mj].

En resumen, dada cualquier álgebra de Hopf de dimensión finita, las representaciones
de su doble de Drinfeld dan lugar a soluciones de la ecuación de trenzas (1).

Cabe preguntarse: ¿Toda solución de la ecuación de trenzas (1) aparece así? La res-
puesta es afirmativa si nos restringimos a soluciones no degeneradas, omitimos el re-
querimiento de finitud de la dimensión, y consideramos comódulos en lugar de módulos
(representaciones). Es decir, se asocia un álgebra de Hopf (co)cuasitriangular “universal”
a una solución de la ecuación de trenzas. La construcción se realiza en dos pasos. En el
primer paso, se le asocia una biálgebra (co)cuasitriangular, llamada labiálgebra FRT, ver
[FRT] o el libro [Mj] para más detalles. El pasaje de esta biálgebra a un álgebra de Hopf
es más delicado y en total generalidad, se debe a Hayashi [H1].

3. LA ECUACIÓN DE TRENZAS EN EL CONTEXTO DE CONJUNTOS

SeaX un conjunto no vacío. Una biyecciónc : X×X→ X×X se dice una solución de
la ecuación de trenzas en el contexto de conjuntos(o QYBE conjuntista) si

(c× id)(id×c)(c× id) = (id×c)(c× id)(id×c). (6)

En tal caso, el par(X,c) se dice un “conjunto trenzado”.

Si c2 = id, c se dice unasimetría.

Sean∈ N, n≥ 3. Entonces

σi 7→ idXi−1×c× idXn−i−1

define un morfismo de gruposBn→ Aut(Xn).

Sea(X,c) un conjunto trenzado. SeaV = CX— el espacio vectorial de baseX. Entonces
la extensión dec a un isomorfismo deV⊗V es una solución de QYBE (1).

Motivado en parte por esta observación, Drinfeld propuso en [D2] el siguiente problema.

Problema. Estudiar la QYBE conjuntista.
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Se introduce la siguiente notación: sic : X×X → X×X es una función biyectiva,
⇀,↼: X×X→ X son las funciones dadas por

c(x,y) = (x ⇀ y,x ↼ y),

x,y∈ X. Se dice quec esno degeneradasi x ⇀ , ↼ y : X→ X son biyectivas.

El siguiente resultado fue obtenido por Etingof, Schedler y Soloviev en 1999, en el caso
de simetrías; y por Lu, Yan y Zhu en 2000, en el caso de trenzas generales.

Teorema. [ESS, LYZ1]; ver también [T2].

(a). G grupo,⇀,↼: G×G→G acciones tales que∀x,y∈G

x ⇀ f g = (x ⇀ f )((x ↼ f ) ⇀ g),

xy↼ g = (x ↼ (y ⇀ g))(y ↼ g),

xy= (x ⇀ y)(x ↼ y).

Entonces c es solución de QYBE conjuntista.

(b). Hay una correspondencia biyectiva entre

• grupos trenzados(G,⇀,↼).
• triples(G,N,π), dondeG y N son grupos yπ : G→ N es un 1-cociclo biyectivo.

En tal caso(G,⇀,↼) se dice ungrupo trenzado(Takeuchi).

Posteriormente, Soloviev dio una caracterización de las soluciones conjuntistas no de-
generadas de QYBE en términos de representaciones de grupos trenzados (ver [S]). Las
soluciones conjuntistas no degeneradas de QYBE indescomponibles con un número primo
de elementos fueron clasificadas en [EGS]; la prueba usa la clasificación de los grupos
finitos simples.

4. LA ECUACIÓN DE TRENZAS EN EL CONTEXTO DE CARCAJ

Recordemos que un carcaj (como el nombre lo indica) es un conjunto de flechas. For-
malmente, un carcaj es una colección de conjuntos y funciones(A ,P,p, f : A →P); p
se dice el origen yf el fin. Los elementos deA se llaman flechas y los deP, puntos.
Dados puntosP, Q, denotamosA (P,Q) al conjunto de flechasP→ Q, esto es flechasα
tales quep(a) = P, f(a) = Q. Los morfismos de carcaj se definen de forma evidente; son
mapas entre las flechas y entre los conjuntos, que preservan origen y fin.

Denotamos por Quiv(P) a la categoría de carcaj con base fijaP; un morfismo en
Quiv(P) es la identidad enP.

Quiv(P) es una categoría monoidal: dadosA ,B ∈ Quiv(P) se define su producto
tensorialA ⊗B como el producto fibradoA f×p B, esto es

A ⊗B := A f×p B = {(a,b) ∈A ×B : f(a) = p(b)};
es un carcaj sobreP con p(a,b) = p(a), f(a,b) = f(b). El objeto identidad para este
producto tensorial es1 = (P,P, id, id).

Actas del VIII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro, 2005



LA ECUACIÓN CUÁNTICA DE YANG-BAXTER EN EL CONTEXTO DE CARCAJ 91

Problema. Estudiar la QYBE en el contexto de carcaj.

Esto es, dadoA carcaj sobreP, un morfismo biyectivo de carcajc : A f×p A →
A f×p A se dice una solución de laecuación de trenzas en el contexto de carcaj(o QYBE
en carcaj) si

(c× id)(id×c)(c× id) = (id×c)(c× id)(id×c) : A f×p A f×p A →A f×p A f×p A . (7)

En tal caso,(A ,c) se dice un carcaj trenzado.

La idea es seguir la estrategia de [ESS, LYZ1] con“grupoides” en lugar de “grupos”.
Antes de desarrollar esta idea, discutimos la motivación que nos lleva a considerar este
problema.

Supongamos queP es finito y seaR= CP ; es un álgebra conmutativa semisimple de
dimensión finita — y toda álgebra conmutativa semisimple de dimensión finita es isomorfa
a un CP . Considerando el espacio vectorial engendrado por un carcaj, se obtiene un
functor monoidal

(Quiv(P), f×p)
linealización−−−−−−→ (BimodR,⊗R).

En particular, si(A ,c) es un carcaj trenzado, se obtiene una solución de QYBE en la
categoría de bimódulos. A su vez las categorías de bimódulos son importantes por la
siguiente razón.

Se conoce en la literatura comocategoría de fusióna una categoría tensorial semisim-
ple con ciertas condiciones de finitud, ver por ejemplo [ENO]. Estas categorías son de
importancia en varias áreas de matemática y física teórica.

El siguiente importante resultado fue probado por Hayashi [H2]; de hecho, él prueba
queRse puede elegir conmutativa. Posteriormente, Ostrik lo extendió precisando qué tipo
de álgebras semisimplesRpueden aparecer [O].

Teorema.Dada una categoría de fusiónC , existe un álgebra semisimple de dimensión
finita R y un funtor de fibraC → BimodR.

En palabras llanas, toda categoría de fusión se “representa” en una categoría de bimó-
dulos sobre un álgebra separable. El estudio de las categorías de fusión trenzadas requiere
el estudio de las soluciones de QYBE en la categoría de bimódulos; el estudio de los carcaj
trenzados es relevante a estos efectos.

5. GRUPOIDES

Recordemos que un grupoide se puede definir como una categoría cuyos morfismos son
todos inversibles. Intuitivamente, podemos pensar que un grupoide es un “objeto grupo en
la categoría de carcaj”. A los efectos de esta exposición, podemos definir formalmente un
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92 NICOLÁS ANDRUSKIEWITSCH

grupoide como un carcaj(G , P, p, f : A −→P), munido de morfismos de grupoides:

m : G f×p G −→ G (producto parcialmente definido)

ι : P −→ G , P 7→ ι(P) = idP, P∈P, (identidad)

S : G −→ G op, a 7→S (a) = a−1, a∈A , (inversión)

dondeG op es el carcaj opuesto aG (o sea el que invierte principio y finf↔ p). Estos datos
están sujetos a los siguientes axiomas:

• m es asociativa, vale decir el siguiente diagrama conmuta:

G f×p G f×p G
m×id−−−−→ G f×p G

id×m

y ym

G f×p G
m−−−−→ G .

• ι es el neutro dem, vale decir los siguientes diagramas conmutan:

P f×p G
id−−−−→ G f×p G

p×id

x ym

G G ,

G f×p P
id−−−−→ G f×p G

id×f

x ym

G G .

•S es la inversa dem, vale decir los siguientes diagramas conmutan:

G
id×S−−−−→ G f×p G op

p

y ym

P
ι−−−−→ G ,

G
S×id−−−−→ G op

f×p G

f

y ym

P
ι−−−−→ G .

Veamos algunos ejemplos de grupoides.

• Un grupoide donde #P = 1 es un grupo.

• Dada una relación de equivalencia∼ enP se define un grupoideR por

R(P,Q) =

{
1P,Q, P∼Q,

/0, P 6∼Q.

Es decir,R(P,Q) tiene exactamente un elemento siP∼Q y ninguno en caso contrario.
Es fácil ver queR es un grupoide.

•Es un resultado clásico que todo grupoide se describe por medio de grupos y relaciones
de equivalencia. Ver por ejemplo [AN1].

Acciones de grupoides.Los grupoides no actúan sobre conjuntos sino sobre “fibrados”
con baseP.
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SeanG grupoide sobreP y p : E →P una función. Unaacción a izquierdadeG en
p es una aplicación. : G f×pE → E tal que

p(g.e) = p(g),

g.(h.e) = gh.e,

id p(e).e= e,

∀g,h∈ G , e∈ E componibles. Morfismos de acciones y acciones a derecha se definen de
manera evidente.

6. SISTEMAS DE GRUPOIDES APAREADOS

El concepto de sistema de grupoides apareados fue introducido por Mackenzie en 1994
[M]; extiende una noción análoga para grupos que aparece, por ejemplo, en trabajos de
Mackey, G. I. Kac, Takeuchi.

Se necesita una notación gráfica. Un grupoide es “vertical” si el origen y fin se denotan
t y b (“top” y “bottom”). Análogamente, un grupoide es “horizontal” cuando el origen y
fin se denotanl y r (“left” y “right”). Las flechas de un grupoide vertical se dibujan de
arriba hacia abajo, y las de un grupoide horizontal de izquierda a derecha.

Seant,b : V ⇒ P un grupoide vertical yl , r : H ⇒ P un grupoide horizontal. Se dice
que forman unsistema de grupoides apareadossi están munidos de. : H r×t V → V
acción a izquierda deH en t : V →P y / : H r×t V →H acción a derecha deV en
r : H →P, tales que

b(x.g) = l(x/g), x. f g = (x. f )((x/ f ).g), xy/g = (x/(y.g))(y/g),

∀ f ,g∈ V , x,y∈H componibles.

Proposición.Son equivalentes:

1. Sistemas de grupoides apareados.
2. Grupoides con factorización exacta.
3. Grupoides dobles vacantes.

Recordemos que una factorización exacta de un grupoideD es un par de subgrupoides
tales queD = V H (escritura única). SiV , H es un sistema de grupoides apareados, el
grupoideD de la correspondiente factorización exacta se denotaV ./ H .

Ver [AN1] para una discusión de las nociones de grupoide doble (debida a Ehresmann)
y grupoide doble vacante (debida a Mackenzie). Informalmente es un conjunto munido
de dos estructuras compatibles de grupoide; sus elementos se describen apropiadamente
como “cajas” que se componen vertical u horizontalmente.

La correspondencia entre sistemas de grupoides apareados y está dada por

(x,g) 7→
x

x.g g
x/g

.
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94 NICOLÁS ANDRUSKIEWITSCH

Es posible dar una descripción precisa de sistemas de grupoides apareados en términos
de grupos, ver [AN1, AM].

7. REPRESENTACIONES DE SISTEMAS DE GRUPOIDES APAREADOS

Sea(V ,H ,.,/) un sistema de grupoides apareados.

Definición. [AA]. Una representaciónde(V ,H ,.,/) es un triple(A ,., | |), donde

• A es un carcaj sobreP,
• . : H r×p A →A es una acción a izquierda deH enp,
• | | : A → V es un morfismo de carcaj sobreP, tales que

|x.a|= x.|a|, (x,a) ∈H r×p A .

Existen representaciones naturales de(V ,H ,.,/); por ejemploV , H , ver [AA].

La categoría Rep(V ,H ) de representaciones de(V ,H ,.,/) es una subcategoría mo-
noidal de Quiv(P). Nuestro siguiente objetivo es determinar estructuras de categoría
trenzada en Rep(V ,H ).

Definición. [AA]. Un morfismo de grupoidesκ : V →H se dice unarotaciónsi

yκ(g) = κ(y.g)(y/g)

∀g∈ V , y∈H , t(g) = r(y).

Teorema. [AA]. (a). Las estructuras de categoría trenzada enRep(V ,H ) están

parametrizadas por pares(ξ ,η) de rotacionesV →H tales que

η(g). f = g f
(
ξ ( f )−1.g−1)

para todos f , g enV con b(g) = t( f ).

Un par de rotaciones con esta propiedad se dice un par LYZ; en efecto, pares de morfis-
mos con estas propiedades aparecen en [LYZ1].

(b). SiA es una representación de(V ,H ), y (ξ ,η) es un par LYZ, entoncesσA :

A f×p A →A f×p A dado por

σA ,B(a,b) =
(

η(|a|).b,
(
ξ (|b|)−1/|a|−1).a

)
,

(a,b) ∈A f×p A , es una solución de QYBE en el contexto de carcaj.

En otras palabras,(A ,σA ) es un carcaj trenzado.

En síntesis, para construir ejemplos de carcaj trenzados, basta con exhibir:

• Un sistema de grupoides apareados(V ,H ,.,/);
• una representación(A ,., | |) de(V ,H ,.,/);
• un par(ξ ,η) para(V ,H ,.,/).
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Reiteramos, es posible describir sistemas de grupoides apareados mediante grupos y
subgrupos, y existen representaciones naturales de un sistema de grupoides apareados.
Sólo resta precisar una descripción explícita de pares LYZ. En lugar de ello, discutiremos
la noción de grupoide trenzado, mediante la cual se obtienentodoslos carcaj trenzados no
degenerados.

Ejemplo[AA]. Dado (V ,H ,.,/) un sistema de grupoides apareados, existe otro sis-
tema

(V �H op,V ./ H ,⇀,↼)
llamado el “doble de Drinfeld” del sistema inicial, y un par LYZξ ,η : V �H op→ V ./
H dado explícitamente por

ξ (γ,x) =
(
idV l(x),x−1)

η(γ,x) =
(
γ, idH t(γ)

)
.

Así, dado cualquier sistema de grupoides apareados, las representaciones de su doble de
Drinfeld dan lugar a soluciones de la ecuación de trenzas (7).

8. GRUPOIDES TRENZADOS

Definición. [A]. Un grupoide trenzadoes un triple(G ,.,/), dondeG es grupoide de
baseP,

G
/←−−−− G f×p G

.−−−−→ G

son acciones a izquierda y derecha, respectivamente, tales que(G ,G ) es un sistema de
grupoides apareados y

f g = ( f.g)( f/g), ( f ,g) ∈ G f×p G .

El adjetivo “trenzado” en la precedente definición se justifica por la siguiente obser-
vación. Seaσ : G f×p G → G f×p G dado por

σ( f ,g) = ( f.g, f/g), ( f ,g) ∈ G f×p G .

Entoncesσ es una solución no-degenerada de QYBE en carcaj.

Para enunciar el resultado principal de [A], es menester aún una definición más.

Definición. [A]. Un par estructurales un par(G ,A ), dondeG es un grupoide trenzado
y A es una representación de(G ,G ./ G ) tal que

• |A | genera el grupoideG ,

• cierto mapa∇ : G → aut(DA f×p DA ) inducido por la acción a izquierda es inyec-
tivo.

Teorema.Existe una correspondencia biyectiva entre

(a) Carcaj trenzados no degenerados.
(b) Pares estructurales.
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96 NICOLÁS ANDRUSKIEWITSCH

Se han construido ejemplos explícitos de grupoides trenzados en [MM].

9. ÁLGEBRAS DEHOPF DÉBILES CUASITRIANGULARES

La noción deálgebra de Hopf débiles una versión disminuida de la noción de álgebra
de Hopf; por ejemplo, el coproducto∆ preserva la multiplicación pero∆(1) 6= 1⊗1. Para
la definición completa y una síntesis de las propiedades básicas, ver [NV]. Informalmente,
así como la categoría de representaciones de un álgebra de Hopf es una categoría tenso-
rial “contenida” en la categoría de espacios vectoriales, la categoría de representaciones
de un álgebra de Hopf débilH es una categoría tensorial “contenida” en la categoría de
bimódulos sobre un álgebra separable asociada intrínsecamente aH. Es decir,

Álgebra de HopfH ! (categoría tensorialC , funtor de fibraC → VecC),

Álgebra de Hopf débilH ! (categoría tensorialC , funtor fibraC → BimodR).

La relevancia de esta noción se potencia gracias al teorema de Hayashi y Ostrik ya
citado.

Así como para las álgebras de Hopf, se tiene la noción de álgebra de Hopf débilcuasitri-
angular: es un par(H,R) dondeH es un álgebra de Hopf débil yR∈ H⊗H es inversible
que satisface ciertas condiciones convenientes, ver [NV, NTV]. En tal caso,R se dice
unaR-matriz universal; induce una solución de la ecuación de trenzas en el contexto de
bimódulos para cada representación deH.

Se han construido ejemplos de álgebras de Hopf débiles a partir de grupoides dobles.

i) En [AN1], se asoció a un grupoide doble vacante finitoT – que, como vimos, es
equivalente a un sistema de grupoides apareados finitosV , H – un álgebra de Hopf débil
CT (o C(V ,H )).

Dado un par LYZξ ,η para el sistema de grupoides apareados finitosV , H , se cons-
truye por “linealización” unaRmatriz universalR(ξ ,η) paraC(V ,H ). En otras palabras
se tiene un álgebra Hopf débil cuasitriangular(C(V ,H ),R(ξ ,η)). Ver [AA].

ii) En el caso particular cuandoV , H es un sistema de grupos apareados finitos (es
decir cuando #P = 1), C(V ,H ) es un álgebra de Hopf, recuperándose una construcción
presentada por G. I. Kac en 1968 [Kac] y redescubierta por M. Takeuchi en 1981 [T1]. La
construcción deR-matrices universales paraC(V ,H ) en este caso aparece en [LYZ3].

iii) En [AN2], se asoció a un grupoide doble finitoT (no necesariamente vacante pero
que satisface una condición técnica de “relleno”) un álgebra de Hopf débilCT .

Por otro lado, digamos que una baseB de un álgebra de Hopf de dimensión finitaH
es positiva si los coeficientes de estructura del producto, unidad, coproducto, counidad
y antípoda respecto deB son positivos (se entiende≥ 0). Análogamente, si (H, R) es
cuasitriangular entoncesB es positiva si, además, los coeficientes deR respecto de la base
b⊗b′, b,b′ ∈B, son positivos.
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Lu, Yan y Zhu probaron que un álgebra HopfH que admite una base positiva esH '
C(V ,H ) [LYZ2]. Más aun,

Teorema. [LYZ3] Si H es un álgebra Hopf cuasitriangular que admite una base posi-
tiva entonces H' (C(V ,H ),R(ξ ,η)), para cierto sistema de grupos apareados finitos
V ,H y cierto par LYZξ ,η .

La construcción de [AN2] muestra que existen álgebras de Hopf débiles con base posi-
tiva que noson de la formaC(V ,H ). Sería interesante encontrar análogos de los resulta-
dos de [LYZ2, LYZ3] para álgebras de Hopf débiles.
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