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Algebras de Boole monadicas libres

La determinacién del dlgebra de Boole monédica con un nimero n finito de generadores
libres ha sido resuelto por diversos autores, utilizando cada uno de ellos diferentes técnicas.

El primer trabajo se publicé en 1946 y se debe a R. Carnap [3]. Luego aparecen
los trabajos de H. Bass [1] en 1958, P. Halmos [5] en 1959, Héng-Shan Gao [4] en 1963,
L. Henkin, D. Monk y A. Tarski [8] en 1971 y L. Monteiro [12] en 1978. Los resultados
de Halmos tambin aparecen en su libro Algebraic logic [7].

Es bien conocido que el concepto de algebra de Boole es equivalente al concepto de
anillo booleano (G. Birkhoff,[2]). A. Massé [9] en 1970 hace una exposicién sobre ani-
llos booleanos monadicos con un ndimero finito de generadores libres, basiandose en los
resultados de H. Bass.

Halmos en su trabajo [5] indica la construccién de un é4lgebra de Boole monadica con
un conjunto arbitrario de generadores libres, para lo cual utiliza nociones de topologia.
Aqui presentamos una exposicién de los resultados de Halmos para el caso en que el
conjunto de generadores libres es finito, caso este en que no son necesarias las nociones
topolégicas. De este modo ampliamos el espectro de posibles lectores e indicamos las
simplificaciones que se introducen al considerar el caso de un conjunto de generadores
finito.

Hemos dividido la presente exposicién en tres partes, dedicando la primera a repasar
algunos resultados de la teoria de la dlgebras de Boole monadicas e introducir otros que
seran necesarios para la comprension del trabajo. En la segunda parte se define el concepto
de extension monddica libre de un algebra de Boole debida a P. Halmos y se indica una
construccién de la misma para el caso finito. Finalmente, en la tercera parte se hace
uso de esta construccién para mostrar cudl es el dlgebra de Boole monddica libre con n
generadores.



1 Introduccidon

Un algebra de Boole monadica es un par (A, 3), donde A es un 4lgebra de Boole y 3 es
una aplicacién de A en A que verifica:

30) ElO - 0,
3;) p < dp para todo p € A,
J;) J(p A 3¢q) = Ip A dg para todo p,q € A.

Una aplicacién en estas condiciones se dice un cuantificador existencial.

Dada un algebra de Boole monddica A, y un subconjunto B de A, diremos que B
es una subdlgebra monddica de A si dados dos elementos cualesquiera a,b € B, entonces
aNbaVbe B,ysia€& B entonces —ay Ja € B.

S5i B es un élgebra de Boole finita no trivial, notaremos con A(B) el conjunto de todos
sus atomos. Con 2 notaremos el 4lgebra de Boole con un dtomo. Si X es un conjunto
no vacio notaremos con 2% el conjunto de todas las funciones de X en 2. Este conjunto
algebrizado en la forma natural es un 4lgebra de Boole.

Si X es un subconjunto de A, llamaremos subélgebra monédica generada por X a la
menor de las subalgebras monadicas que contienen a X, y la notaremos con SM(X).

Una aplicacién h de un algebra de Boole A en un &lgebra de Boole B se dird un
hemimorfismo si:

Hy) h(0) =0,

H,) h(pV q) = h(p) V h(q) para todo p,q € A.
Si ademas se verifica:

Hj3) (1) =1,

diremos que h es un 1-hemimorfismo.
Todo cuantificador es un 1-hemimorfismo. En efecto,

H,) esigual a Jp),
Hy) 1.0= —3pApluego, 30 = 0 = 3(—3p A Ip) = 3 — Ip A 3p, de manera que
J3—3p=—3p.
2. K(A) ={p € A:p=13p} es una subalgebra booleana de A.
Sip,q € K(A),p=3pyq=3q. Entonces I(pAg) = I(pA3q) = IpAdq = pAg,
ie. pAge K(A). Sipe K(A),Ip=py3d—p=3—3p = —3p = —p; luego
—p € K(A).
3. Si p < g, entonces dp < Jg.

De p < g < dg¢ se deduce que p A g = p, y entonces I(p A 3¢) = Ip A g = Tp,
esto es, dp < dg.



4. Finalmente, de p < pVqgy ¢<pV¢Ip<3(pVg ydg<(pVg). Porlo
tanto, Ip V3¢ < 3(pV q) (i).
Dep<dpyq¢<3¢,pVqg<3IpVigy3(pVe) <33FpV3Ig)=3pV g (ii).
Por (i) y (i) resulta 3(p V ¢) = Ip V Tq.

Hj) Por 3,),1 < 31; luego 1 = 1.

Lema 1.1 57 A es un dlgebra de Boole finita no trivial, un hemimorfismo h de A en un
dlgebra de Boole B estd determinado por los valores que h toma en los dtomos de A.

Dem. Sea A(A) = {a1,0a2,...,a,} el conjunto de los dtomos de A, y supongamos
conocidos los h(a;),1 <1 < n.

Siz €A, yx=0,por Hy),h(z) =0; si z # 0, como A es un algebra de Boole finita,
z puede ser expresado (de una tnica manera) como supremo de elementos en A(A):

z=\/{a€ A(A):a<z}.

De esta manera

h(z) = h(\/{a € A(A):a < z}) =

=\/{h(a) 1 a € A(A),a < z}.
O

Lema 1.2 Si B es un dlgebra de Boole finita no trivial, y h es un hemimorfismo de B

en 2, entonces h es un homomorfismo si y solamente si existe un iunico dtomo a; de B
tal que h(ap) = 1.

Dem.  Sea h un homomorfismo y supongamos que para todo a € A(B),h(a) = 0.
Entonces, por el Lema 1.1, A(1) = 0, absurdo pues A es un homomorfismo. Luego, existe
al menos un elemento a, € A(B) tal que h(ah) = 1. Supongamos ahora que existen
arn y a, € A(B),an # aj, y tales que h(ay) = 1 = h(a},). Como as,a}, € A(B) y
an # ay,an A aj, =0, luego 0 = h(ay A a},) = h(ap) A h(a}) =1 A 1= 1. Absurdo.

Sea h un hemimorfismo y ay el dnico dtomo de B tal que h(az) = 1, luego h(a) = 0
cualquiera que sea a € A(B) — ah‘] .Veamos que h es un homomorfismo. Para ello nos
basta probar que A(1) =1y h(p A ¢q) = h(p) A h(q).

h(1) = h(\/{a:a € A(B)}) = V{h(a):a€ A(B)} =
= h(ar) V \/{h(a):a € A(B) — {an}} =
= 1VV{k(a):a€ A(B) - {ar}} = 1.

Sean z,y € B, y distingamos los siguientes casos:



e a,<zya,<y.
En este caso, a, <z Ay, y por lo tanto, h(z Ay) =1 =1A1=h(z) A k(y).

o ap<zyapLy.
aj, no precede a Ay pues en este caso ap, < zAy <y, luego h(zAy) =0=1A0=
h(z) A h(y).

s apLzyap<uy.
Este caso es igual al anterior.

e a,Lzxya,Ly.
Es claro que ap, £ z Ay, y por lo tanto, A(z Ay) =0=0A0 = h(z) A h(y).

a

Lema 1.3 Si B es un dlgebra de Boole finita no trivial y h es un 1- hemimorfismo de B
en 2, entonces existe un homomorfismo que lo precede.

Dem. Como h es un 1-hemimorfismo de B en 2, existe un a € A(B) tal que h(a) = 1.
En efecto, si para todo a € A(B),h(a) = 0 entonces h(1) = h(V{a : a € A(B)}) =
V{h(a) : a € A(B)} = 0. Absurdo.

Sea a € A(B) tal que h(a) = 1 y definamos una funcién y, : B —2 del siguiente modo:
¥2(0) = 0; yu(a) = 1; ya(b) = 0, cualquiera que sea b € A(B)—{a};ysip € B— (A(B)U
{0}):9a(p) = V{ya(b) : b € A(B),b < p}.

Es claro que y, es un homomorfismo. Veamos que y, < h. En efecto y,(0) = 0 <
h(0),ya(a) =1 < h(a) =1, si y,(b) = 0 < A(b) cualquiera que sea b € A(B) — {a}.
Sip€ B — A(B)y a < p entonces por definicién y,(p) = 1.

h(p)
o) VVHO) £ b€ A(B) — (a),b < p) = 1VV(RD) : b e A(P) ~ {a) b < 7} = 1. Si
b B~ AB) s 0 g {0 AB) b = b} lego anlp) 0 < h).

Lema 1.4 Si B es un dlgebra de Boole finita no trivial e Y = Hom(B,2) el conjunto de
todos los homomorfismos de B en 2, entonces B es isomorfa al dlgebra de Boole 27 .

Dem. Dado p € B, pongamos por definicién ¢(p) = P, donde P es la funcién de Y en
2 definida del siguiente modo: P(y) = y(p), cualquiera que sea y € Y, p € B (p fijo).
Probemos que ¢ es un isomorfismo de B en 2¥.

L w(pAq) = ¢(p) Ap(q).
Sean h = p A gq,p(h) = H,p(p) = P,p(q) = Q. Luego H(y) = y(h) = y(p A q) =
d( p)Ay(g) = Ply) AN Q(y) = (P ANQ)(y). Es decir, H = P A @, como queriamos
emostrar.

Anélogamente se prueba:



2. o(pV q) = p(p) V ©(q).

Representaremos con 0 y 1 las funciones de Y en 2 definidas del siguiente modo:
0(y) =0, 1(y) = 1 cualquiera que sea y € Y. Es facil ver que:

3. ¢(0) =0,y
4. ¢(1) =1. Acabamos asi de probar que ¢ es un homomorfismo.

5.  es inyectiva. Sean p,q € B, tales que ¢(p) = ¢(q), esto es P(y) = Q(y) cualquiera
quesea y € Y, luego y(p) = y(q) cualquiera que sea y € Y. Por lo tanto y(pV —q) =
1 = y(¢qV —p) cualquiera qua sea y € Y, y en consecuencia pV —¢,qV —p € Nuc(y)
cualquiera que sea y € Y. Luego pV —¢ = ¢V —p = 1 de donde resulta p = q.

6. ¢ es sobreyectiva. Sea @ €2Y. Por el lema 1.2 sabemos que para cada
z € Hom(B,2) existe un tnico a, € A(B) tal que z(a,) = 1. Sean U = Q7(1), y
p=V{a,:z€ U} =V{a, : Q(z) = 1}(*). Pongamos ¢(p) = P y probemos que
P =@Q,ie P(w)=Q(w) cualquiera que sea w € Y = Hom(B,2).

StwgU,Qw) =0y P(w) =4 w(p) © V{w(a,) : z € U}. Como el tnico dtomo a

de B tal que w(a) =1 es ay, y w & U entonces w(a,) = 0, luego P(w) = 0.
Si w € U, entonces Q(w) = 1,P(w) = w(p) = V{w(a,) : z € U} = w(ay,)V
V{w(a,):z € U —{w}} =1V V{w(a,):z2€ U - {w}} =1.

[}

Al conjunto Y = Hom(B,2) se lo denomina espacio dual del &lgebra de Boole B. De
acuerdo con el lema anterior, podemos indicar un elemento de B mostrando cuanto vale
cada homomorfismo del espacio dual en dicho elemento. Si X es el espacio dual de un

algebra de Boole A y f una funcién de Y en X, entonces se define la funcién dual de
£, f*: A—2Y 2 B como sigue :

f*()y) = V{z(p) : f(y) = z} para todoy € Y,p € 4, (1)

y se prueba que f* es un homomorfismo. También se prueba que f* es epimorfismo si
y sblo si f es inyectiva y que f* es monomorfismo si y sélo si f es sobreyectiva. (Es
interesante ver que esta definicion coincide con la de Sikorski de homomorfismo inducido
por una funcién puntual [13] en el caso en que se considera al conjunto A(B) como espacio
dual, o espacio de representacién del 4lgebra B.)

Lema 1.5 Todo 1-hemimorfismo de un dlgebra de Boole finita no trivial A en 2 es
supremo de los homomorfismos que lo preceden.

Dem. En vista del resultado del lema 1.1, bastara con probar que para cada a € A(A),

h(a) = \/{y(a) : y € Hom(B,2),y(z) < h(z) para todo = € A}.



Supongamos que h(a) es 1. Sea y, el homomorfismo tal que a es el dnico 4tomo tal

que y,(a) = 1. Es claro que y, < h .y por lo tanto /{y(a) : y € Hom(B,2),y < h} =1.
Si h(a) = 0 entonces para todo y < k,y(a) < h(a) = 0, luego

Viola) -y € Hom(3,2,0 < 1} =0

O

Finalmente recordemos que si X es un subconjunto finito de un reticulado supe-
rior R con primer elemento 0, notaremos con s(X) al conjunto de todos los elementos
de R que se obtienen haciendo el supremo de partes finitas no vacias de X, esto es
z€s(X)ssst z=V{y:y€Y,Y C X,Y finito no vacio}.

Dada un algebra de Boole B, si ponemos por definicién z +y = (—z Ay) V (z A —y),
en particular z +0 =z y 2 + 1 = —z para todo z € B. Si G = {g1,92,...,9.} C B

Y Bn = {(b1,b2,...,bn) = b € {0,1},1 < i < n}, se define my(@) = A(gi + &) y
=1
m(G) = {my(G) : b € B,}. Si notamos con SB(G) la subdlgebra booleana generada
por G, entonces SB(G) = s(m(G)) U {0} Sl (B d) es un élgebra de Boole monadica y
= {91,92,---,9n} entonces SM(G) = (@) Lgn( . En el caso en que G es una
subalgebra booleana de B es ficil ver que m( )= A(G) U {0}



2 Extensiones monadicas libres

Diremos que un élgebra de Boole monédica A es una eztension monddica libre (P. Halmos,

[5]) de un &lgebra de Boole B si:
(i) B es una subdlgebra booleana de A,
(i) A es la subalgebra monadica generada por B, i.e. A= SM(B),

(iii) todo homomorfismo booleano g de B en un &lgebra de Boole monéadica arbitraria
C se extiende a un homomorfismo monadico (necesariamente dnico) f de A en C.

A continuacién daremos una construccién de la extensién monddica libre para el caso
en que el algebra B sea finita, siguiendo los pasos indicados en el trabajo de P. Halmos.

Supongamos que B es el algebra de Boole con t 4tomos, lo que nos permitira calcular
el numero de elementos de A.

o Primer paso. Sea W =28, es decir el conjunto de funciones de B en 2. Es claro
que el nimero de elementos en W es 2(2).

e Segundo paso. Sea Y =Hom(B,2), el conjunto de los homorfismos de B en 2, y
consideremos el conjunto Y x W; este conjunto tiene ¢ - 2(2) elementos.

e Tercer paso. Sea V el conjunto de los 1-hemimorfismos de B en 2. h € W serd un
1-hemimorfismo si y sélo si h aplica alguno de los dtomos de B en 1 (Ver lema 1.3).
Luego, V tiene 2t — 1 elementos, e Y x V¢ - (2¢t = 1) elementos.

Sea X CY XV, X ={(y,v):y€eY,ve V,y <v}.

De los lemas 1.1, 1.2 y 1.3, se desprende que para cada homorfismo en Y, hay 2¢t —1
hemimorfismos que lo dominan. En consecuencia, X tiene t- (2¢ — 1) elementos.

e Cuarto paso. Sea A el algebra de Boole de todas las funciones de X en 2, y
definamos para todo p € A,

(Fp)(y,v) = Vi{p(u,v) 1 u € Y,u < v} (2)

Para ver que (A,3d) es un dlgebra de Boole monddica bastara probar las siguientes
propiedades:

3;) 30 = 0 resulta inmediato de la definicién 2

J;) Para todo p € A,p < Jp.
Es claro que para todo par (y,v) € X,

p(y,v) < V{p(u,v) : u < v} = (Ip)(y,v).



J3) Para todo p,q € A, vale que para cada par (y,v) € X,

ApA3)(y,v) = VpA3Ig)(u,v)

= :\Z[p (u,v) A (3¢)(u,v)]

= [\(/ p(u, v)] A [\</ (3g)(u,v)]
Gy Y s
= (Fp)(y,v) A (:\</ Z(;,v))

= (3p)(y,v) A (3g)(y,v)
= (IpATg)(y,v)

Luego 3(p A 3¢) = Ip A g para todo p,q € 2%.

Lo que probaremos en realidad no es que el algebra de Boole monédica A es la extensién
monadica libre de B, sino de una subélgebra de A que es isomorfa a B.

Esta inmersién de B en A se hara de la siguiente manera: si consideramos a los
elementos de X como el espacio dual de A, se ve que hay una proyeccién naturalc: X — Y
definida por ¢(y,v) = y.

c es una funcién sobreyectiva: siy € Y, es claro que el par (y,y) estden X y ¢(y,y) = .
Luego h, el homomorfismo dual de ¢, es un monomorfimo, de manera que B es isomorfa
a h(B).

Queda claro que h(B) es una subdlgebra de A, y es en este sentido que se verifica (i).

De acuerdo a la definicion 2,

(hp)(y,v) = V{z(p): c(y,v) =z} =
= V{y(p) : cly,v) = y} = y(p). (3)

De 3 y el lema 1.5, se obtiene:

(3hp)(y,v) =V (hp)(u,v) =
=\ u(p) = v(p). (4)

Veamos ahora que se verifica (ii), es decir, que SM(h(B)) =
anteriormente, SM (h(B)) = SB(m(h(B)) U Im(h(B))), y como h(B

booleana,

A. Por lo indicado
)

es una subalgebra

SM(h(B)) = SB(A(h(B))U3A(k(B)))
= SB(h(A(B)) U 3r(A(B)))

. (h es homomorfismo.)

8



Como A es un dlgebra finita, bastard probar que sus 4tomos estan en SM (h(B)) para
probar que SM(h(B)) = A. Los atomos de A son funciones de la forma:

0 si(u,w , ),
fy,u(u,w)={1 .( )igy ; (y,v), (u,w) € X.

Veamos que

fow=hay A( N\ Fha)A( N\ —3ha,), (5)
vaz=1 va =0
con lo que quedard probado que A(A) C SB(h(A(B) U h(A(B))).

Sea

q(u,w) = hay A( N\ Fha)A( N\ —Fha,)

vaz=1 va,=0
= uay, A( N\ wa,)A( )\ —wa,)(por 3y 4).
vaz=1 va =0

St (u,w) = (y,v),
q(y,v) =yay, A( N\ va, ) A( N\ —va,)=1.

vaz=1 va,=0

Si (u,w) # (y,v), entonces u # y 6 w # v. En el primer caso, es decir si u # y,
entonces uay, =0y

q(u,w) =uay A( /\ wa)A( \ —wa,)=0.

vaz=1 vax=0

Siw # v, entonces (lema 1.1) existe j tal que wa; # va; . Si, por ejemplo va; = 0,
entonces wa; =1y —wa; = 0, por lo tanto /\ —wa, =0y g(u,w) = 0.
va,=0

Acabamos asi de probar que ¢ = f, ..

Sea ahora C un élgebra de Boole mondadica arbitraria, y ¢ un homomorfismo booleano
de h(B) en C. Si probamos que existe un homomorfismo monddico de A en C, habremos
probado que A es la extensién monadica libre de h(B).

Consideremos en C la subalgebra monddica generada por g(h(B)), ie. S =
SM(g(h(B))). Como S = SB(g(h(B)) U Jg(h(B))), es claro que S es finita y pode-
mos considerar su espacio dual Z =Hom(S5,2). Si probamos que g tiene por extensién
a f, un homomorfismo monddico de A en S, como S C C, f serd un homomorfismo
monadico de A en C. Construyamos para eso una funcién r : Z — Y de la siguiente
manera: Sean a: Z — Y definida por

(az)p = zghp;
y b: Z — V definida por

(bz)p = z3ghp (donde el cuantificador corresponde al 4lgebra C.)

9



Que az es un homomorfismo de B en 2 resulta inmediatamente de la forma en que
estd definido (es composicién de homomorfismos). Anédlogamente, bz es un hemimorfismo
de B en 2. (Notemos aqui que 3 es un hemimorfismo de C en C). Sea r(z) = (az, bz).

(az,bz) € X pues para todo p € B,ghp < Jghp, y luego zghp < z3ghp, es decir
(az)p < (b2)p.

Sea f el homomorfismo dual de la funcién r. Es decir, si ¢ € A, fg € S es el elemento
tal que para todo z € Z,

2(fq) = q(az, b2).

Para demostrar que se verifica (iii) queda por probar que f restringida a h(B) es igual
a g,y que f es un homomorfismo monadico.
En primer lugar, si ¢ € h(B),q = h(p) para algin p € B y

z2fq = q(az, bz) = h(p)(az, bz) 2 (az)(p) def zghp = zgq, para todo z € Z,

es decir que fq = gq.
Resta ahora ver que para todo ¢ € A3fq = f3q, i.e. paratodoge A,z € Z,2z3fq =
zfdq.
Si ¢ = h(p) para algin p € B,
zfadq = =zf3hp = (3hp)(az,bz) = (bz)p = 2z3ghp =
= zdfhp = 23fq.

Si g € A(A), entonces para algin (y,v) € X,

0= ha, N\ ) A( A ~3ha).

vay=1 vaw=0

Luego

zf3qg = (3q)(az,bz) =
= 3lha, A ( /\ Jhay,) A ( /\ —3hay)](az, bz) =

= [3hae, A (M}u\=1 Fhay) A (W;}\=0 —3hay)|(az, bz) =

- (Hhay)(a:?Z:;A[ A (JZ’;”O(M BN AL N —(3hay)(az,b2)] =
AL A Bl AL A —Ga—

_ Agha, /\v[aw/z\1 2Aghay] /\T;\ —23Aghay)] =

= fhay Ww/—\l 3fhay) E]a"XO —3fhay,)] =

— 23[fhay A (W}D\—i F3haw) A (XOO _ f3hay)] =

10



= zAflhay, A( N 3ha,)A( A\ —3hay)] =

vayu=1 vaqy=0
= zdfq.

Como todo elemento en A es supremo de elementos en A(A) (A es finita), y 3 es un
hemimorfismo, podemos concluir que para todo p € A, fdp = I fp.

11



3 El algebra de Boole monadica con n generadores
libres

Si G' es un conjunto finito arbitrario, los resultados precedentes pueden ser aplicados al
algebra de Boole libre generada por G. Una aplicacién arbitraria de G en un &lgebra
de Boole monddica C' tiene una extensién (necesariamente tnica) a un homomorfismo
booleano g que aplica B en C'. El homomorfismo booleano g tiene, a su vez una extensién
monadica (dnica) f que aplica A en C. De esto se concluye que la extensién monddica
libre de un 4lgebra de Boole libre es un 4lgebra de Boole monadica libre.

Es bien sabido que el algebra de Boole con n generadores libres es aquella que tiene 2"
dtomos. Entonces, de acuerdo a lo dicho en la segunda parte, el 4lgebra monddica libre
con n generadores tendra 2" - 2(2"~1) 4tomos, y por lo tanto, 92" 2" D) lementos.

Este algebra libre es tnica (a menos de isomorfismos). Conocemos ya la unicidad del
dlgebra de Boole libre B. Si A; y A, son extensiones monddicas libres de B y ¢y, g, las
inyecciones naturales de B en A; y A, respectivamente, entonces existen homomorfismos
monadicos fi : Ay — Ay y fo 1 Ai — A, que extienden a g; y g;. Como f; o f, es un
endomorfismo monadico de A; que coincide con la identidad en B, debe ser igual a la
identidad sobre todo A; y, similarmente, f, o f; debe ser la identidad sobre A,. Luego, fi
es un isomorfismo de A, sobre A;, con inversa fj.

Tomemos como ejemplo el caso en que n = 1. Si G = {g}, sabemos que el 4lgebra de
Boole libre generada por G tiene como 4tomos a g y —g; B = {0,¢9,—g,1}.

| 0 g —g 1
hiy 10 1 0 1
hy |0 0 1 1
hs3|0 1 1 1

Los homomorfismos de B en 2 son las funciones hy, hy indicadas en la tabla anterior.

Los 1-hemimorfismos son hy, hy, hs; X = {(h1, 1), (h1, h3), (ha, h2), (ha, h3)}.
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(hi,h1) (h1,h3) (ha, ko) (ha, ha)
fo 0 0 0 0
fi 0 0 0 1
fa 0 0 1 0
fa 0 0 1 1
fa 0 1 0 0
fs 0 1 0 1
fs 0 1 1 0
fr 0 1 1 1
fs 1 0 0 0
o 1 0 0 1
f10 1 0 1 0
fin 1 0 1 1
fiz 1 1 0 0
fis 1 1 0 1
fi4 1 1 1 0
fis 1 1 1 1

La tabla anterior muestra los elementos del 4lgebra 2X; usando la férmula (2) indicada
en el parrafo 2, podemos calcular 3f;,0 <7 < 15.

Ya sabemos que (A, 3) es el dlgebra de Boole monédica con un generador libre. jCudl
es ese generador? Para saberlo bastard con ver cudl es h(g) ya que h es la inmersién de

B en Ay g el generador libre de B.

h(g)(h1, k1) = h1g =1,
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Luego, h(g) = fur

Digamos que si f : Y x V =2 es tal que f(y,v) = f(y,v'), cualesquiera que sean
y,v,v’, entonces la funcién f es independiente de V. Andlogamente, si f(y,v) = f(y',v)
cualesquiera que sean y,y’, v, f se dird independiente de Y.

Observando 3, resulta claro que las funciones en A(B) son independientes de V. Reci-
procamente, si ¢ € Ay ¢ es independiente de V', ¢ puede considerarse como la restriccién
de una funcién r : ¥ x V +—2 independiente de V. Por el lema 1.4 de la seccién 1,
existe p € B tal que r(y,v) = yp para todo par (y,v), y por lo tanto ¢ = h(p). Asi
hemos demostrado que h(B) consiste exactamente en aquellas funciones en A que son
independientes de V.

En forma similar se ve, a partir de 4 que las funciones en 3h(B) son independientes
de Y, y se puede probar ademds que todas las constantes en A son independientes de
Y. Como V tiene (22"~') elementos, la subalgebra booleana de las constantes de A tiene
22" ™) elementos.
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