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Introduccion

En esta monografia deseamos presentar una manera de iniciarse en el estudio de la Geo-
metria Lorentziana basada en el estudio que hemos hecho de la misma y en la contribucién
realizada desde 1998.

Es destacable la escasa bibliografia en el tema enfocada desde el punto de vista estricta-
mente matemadtico y, en tal sentido, presentamos resultados que recorren desde la geometria
elemental plana hasta variedades lorentzianas n-dimensionales, incluyendo aplicaciones de
operadores diferenciales y obtencién de férmulas integrales.

Estas no son las notas de un curso aunque la organizacién de su presentacion puede
ser una guia apropiada para uno dirigido a quienes tengan conocimientos bdsicos de Geo-
metria Diferencial Riemanniana. A pesar de ello, es posible que el lector encuentre cierta
insistencia en algunas nociones bien conocidas y su correlato en la Lorentziana. Mostramos
construcciones, ya que comparamos con resultados de la Geometria Euclidea, asi como de la
Riemanniana, y enfatizamos la diferente manera en que se piensa y se trabaja la Geometria
Lorentziana.

Este trabajo ha sido organizado de la siguiente manera: se exponen principalmente t6-
picos de Geometria Lorentziana Plana, Espacial, n-dimensional y Variedades Lorentzianas
n-dimensionales, la mayoria de ellos como resultados de investigacién propios; también
se presentan capitulos dedicados a operadores aplicados a funciones y campos vectoriales
en superficies del espacio lorentziano, y a distintas curvaturas tanto en el plano como en
el espacio de Lorentz y, cuando es posible, su generalizacién en el espacio lorentziano n-
dimensional. El desarrollo de estos ultimos temas se muestra separado del espacio que los
contiene para una mejor primera lectura de estas notas.

El lector encontrard una bibliografia cldsica, moderna y que supera el material necesario
para la lectura de este trabajo, ya que se encuentran referencias a O’Neill, Bonnor, Nomizu,
Beem, Santald, Chen, entre otros.

Las demostraciones de los teoremas, lemas y corolarios se podrdn encontrar en las pu-
blicaciones correspondientes; no todas ellas fueron incluidas a efectos de evitar repeticiones
innecesarias.

Es nuestra esperanza que esta labor pueda despertar curiosidad e interés en jévenes in-
vestigadores, motivdndolos a continuar este estudio agregando y completando conocimiento
en esta drea de la Matematica.

En septiembre de 2008 la Dra. G. M. Desideri se ha incorporado al Instituto de Mate-
madtica de Bahia Blanca INMABB) y al Departamento de Matematica de la Universidad
Nacional del Sur. Hasta entonces ambas autoras desarrollaron sus tareas de investigacion en
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el Nicleo Consolidado de Matematica Pura y Aplicada (NuCOMPA) y en el Departamento
de Matemaitica de la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Nacional del Centro
de la Provincia de Buenos Aires (UNCPBA). La primera autora es miembro de la carrera
de Investigador Cientifico del Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas
(CONICET).

Graciela S. Birman & Graciela M. Desideri
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Capitulo 1

Kl plano de Lorentz

1.1. El plano de Lorentz

Sean x = (x1,x2) e y = (y1,y2) dos vectores en el espacio vectorial bidimensional R?; el
producto interno lorentziano de x e y es definido por

(x,y) = —x1y1 +x2)5.

El plano R?, con signatura (—,+), es llamado espacio vectorial bidimensional loren-
tziano L?. El plano afin asociado a L? es llamado el plano lorentziano.

Un vector x en L? es llamado temporal si {x,x) < 0, espacial si (x,x) > 0, y nulo si
(x,x) = 0. Los vectores nulos son, también, llamados de luz (lightlike).

En L2, se dice que x es ortogonal a y si (x,y) = 0 y ambos son no nulos.

Sea ¥ € L2, entonces x| = 1/]{x,x)| es llamado la norma del vector x. En particular,
decimos que x es un vector unitario si (x,x) =10 (x,x) = —1.

La base canénica del espacio vectorial L? estd formada por el vector temporal e; = (1,0)
y el vector espacial e; = (0, 1), siendo éstos dos vectores unitarios y ortogonales entre si.

Es bien conocido que en L? se considera la orientacién temporal de un vector temporal
X como sigue:

= x es temporal hacia futuro si (x,e;) <0,

= x es temporal hacia pasado si (x,e;) > 0.

Por otro lado, los vectores nulos u; = (%, %) y Uy = (—\%, %) forman una base

nula de L2, donde (uy,u;) = (up,u2) =0y (uy,up) = 1.

En [4] se define una orientacién para segmentos nulos en el plano de Lorentz: un seg-
mento nulo se dice segmento nulo hacia futuro si la recta nula a la cual pertenece el seg-
mento esta orientada en la direccién del vector u;, y segmento nulo hacia pasado, si la recta
esta orientada en la direccién del vector u5.

Andlogamente, se define a continuacién una orientacién espacial en el plano de Lorentz.

Definicion 1 Sea x un vector espacial en L. Se dice que x es un vector espacial hacia
futuro si (x,ez) > 0, y que x es un vector espacial hacia pasado si (x,e;) < 0.
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Las rectas nulas dividen el plano de Lorentz en cuatro regiones o cuadrantes:

Q= {x el’:xes temporal hacia futuro} ,
Q, = {x € L? : x es espacial hacia futuro} ,
Q3 = {x el?:xes temporal hacia pasado} ,

Q4 = {x € L* : x es espacial hacia pasado } .

En el plano euclideano un movimiento es una combinacién de una rotacién y una tras-
lacidn; en el plano lorentziano, el grupo

coshw sinhw a
G= sinh@ cosh@w b |,conmwéeR
0 0 1

actia, en la misma forma, como grupo de movimientos. Es bien conocido que G preserva
el producto interno lorentziano y que no se puede pasar con continuidad de un cuadrante a
otro.

El elemento de arco, ds, estd dado por ds* = —dx% + dx%.

Definicion 2 Una curva o parametrizada y diferenciable en L* es un mapeo diferenciable
o:l— L% conl CR.

Definicién 3 Sea « : [0,k] — L? un mapeo continuo del intervalo real [0,k en L*. Se dice
que Q es una curva parametrizada a trozos, simple y cerrada si existe una subdivision
O=1y<t; <...<t;<tiy1 =kde [0,k] tal que & es diferenciable en cada intervalo [tj,tji1],
j=0,...,i y:
o (0) = a(k),
Vt,s € [0,k),t # s implica que o (t) # A (s).

Definicion 4 Una curva parametrizada o se dice pura temporal, pura espacial o pura nula
si, en todo punto, sus vectores tangentes son temporales, espaciales o nulos, respectivamen-
te.

Definicion 5 Si una curva a es parametrizada a trozos, se dice temporal, espacial o nula

si todas las restricciones o

(t7501) de o a (tj,tjr1),Vj=0,...,i, son curvas puras tempo-
J0T : :

rales, puras espaciales o puras nulas, respectivamente.

Clésicamente ([14] y [41]), denotamos § } (0, r) al lugar geométrico de todos los pun-
—
tos X del plano lorentziano tales que ( OX,0X > = 2, donde O es un punto en el plano
lorentziano y r es un nimero real positivo. Es decir,

St (0,r) = {XEL2:<O—>X,O—>X> :rz}.

Observemos que S} (O, r) tiene dos ramas y cada una de ellas es llamada circulo de Lorentz
con centro O y radio r.
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Notamos cada rama de S} (O, r) por:

S% (O,r), = {(xl,xz) € S% (O,r) :xp—07 > 0},
S1(0,r)_ = {(x1,x2) € S} (0,r) :x2— 02 <0},
donde O = (01,0,). Asi, todo circulo de Lorentz es una curva pura temporal.
Se dice que S} (0,r), y S} (O,r)_ son circulos de Lorentz opuestos en el plano L?.
En lo sucesivo, denotaremos S1 () al lugar geométrico S} ((0,0),7), y cada rama de
S1 (r) seré notada por:
(S%)Jr (r)= {(xl,xz) € S} (r):xy > 0},
(S})_ (r)={(x1,x) € SH(r):ix < 0}.
—
El lugar geométrico H} (O,r) = {X eL’: <0X ,0X > = —r2} es llamado el 1-espacio

hiperbdlico, [41], y tiene dos ramas cada una de las cuales es una curva pura espacial. Si
0 = (0,0), notaremos H} (O, r) con H} (r), y

1.2. Triangulos puros

En esta seccidn, se presentan algunos resultados obtenidos por Birman y Nomizu para
vectores temporales hacia futuro en L2. Estos conceptos se encuentran en [14].
Son de interés, para posteriores secciones de este trabajo, los siguientes resultados:

(i) Para todo par de vectores temporales hacia futuro x,y en L?, ||x+ | > ||x|| +|ly|| (en
[14] los autores llaman a este resultado la desigualdad inversa de Cauchy-Schwarz).

(ii) Para todo par de vectores temporales hacia futuro x,y en L?, el vector suma x + y es
también un vector temporal hacia futuro en L?.

Notacién: T [A, B, C] denota un tridngulo con vértices A, B, C, los cuales no son colinea-
les, en el plano lorentziano.

Definicién 6 Un tridngulo T = T[A,B,C] en L? es el conjunto de puntos AB\UBC UAC.
A los puntos A,B,C se los denomina vértices de T y a los segmentos AB,BC,AC, lados o
aristas de T.

Definicion 7 T [A, B,C] es llamado tridngulo temporal puro o espacial puro si 1@ ff' y R
son tres vectores temporales o tres vectores espaciales, respectivamente, con igual orienta-
cion temporal o espacial.

(iii) Si ﬁ,l@ y R son vectores temporales hacia futuro (o espaciales hacia futuro), se
dice que B es vértice medio y vale que B=A+C, donde A es el angulo entre AB 'y
R, Besel angulo entre zﬁ y BC, y C es el dngulo entre C? y CA.
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(iv) Leyes del coseno hiperbdlico: si Aesel angulo entre zﬁ y IR‘ ,Besel angulo entre
ﬁ y BC, y C es el dngulo entre C@ y c_/i entonces

ﬁsz l% 2+ RHZ—Z R‘ HR cosh@7
l%sz 1@ 2+ RH2—2 1@ HR coshg7
Rsz R‘ 2—1— 1@“24—2 1@ HE coshB.

(v) Un tridngulo inscripto en un circulo de Lorentz es un tridngulo puro temporal. Reci-
procamente, un tridngulo puro temporal puede ser inscripto en un circulo de Lorentz.

Observacion 8 Grdficamente, el dngulo B entre E y B? se parece mds a un dngulo exte-
rior de un tridngulo euclideano; el dngulo B es llamado dngulo medio de T, [14].

Es facil ver que resultados andlogos también se satisfacen para vectores temporales
hacia pasado y, por simetria, para vectores espaciales hacia futuro y hacia pasado y para
triangulos espaciales puros en L.

Respecto de tridngulos equildteros, usando la inversa de la desigualdad de Cauchy—
Schwarz, resulta que tridngulos temporales puros equildteros no existen. Tampoco existen
los tridngulos rectdngulos pues no existe dngulo definido entre lados ortogonales entre si;
por orto triangulos se entenderd tridngulos en L? que tienen un par de lados ortogonales
entre si, por lo que les corresponde diferente causalidad (cf.[14] y [41] para m4s detalles).

1.3. Angulos

Las demostraciones de las proposiciones mencionadas a continuacién pueden verse en

(190, [21].

En [14] encontramos la siguiente definicién de dngulo no-orientado en el plano de Lo-
rentz.
Definicién 9 Sean X" e V dos rectas temporales (a través del vector cero) en el plano de
Lorentz. El dngulo entre ellos es el dngulo no-orientado o, o0 > 0, entre los dos vectores
temporales x e y orientados a futuro, los cuales yacen sobre las rectas dadas. Asi tenemos:

(x,y)

coshot = ————.
[[x[H[ll

Si X e <7 son dos rectas espaciales (a través del vector cero), el dngulo no-orientado «,
a > 0, entre ellas se define de manera similar y tenemos:

(x,)
[xl Iyl

cosha =
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Notemos que no estan definidos dngulos entre rectas de diferente causalidad ni entre
rectas nulas. Por lo tanto, siempre tomaremos pares de rectas ambas temporales o ambas
espaciales.

Decimos que el dngulo LABC es el dngulo medio de un tridngulo temporal puro T[A, B,
C] y el vértice B es su vértice medio. En [14] se prueba la siguiente propiedad:

Proposicion 10 Si T[A,B,C| es un tridngulo temporal puro en el plano de Lorentz con
vértice medio B, entonces LABC = LCAB + £LACB.

Destacamos que un resultado andlogo puede ser obtenido para tridngulos espaciales
puros usando la simetria (x1,x2) — (x2,x7).

En consonancia con el caso euclideano, los dngulos en el plano de Lorentz estan rela-
cionados con la longitud de arco del circulo de Lorentz y del 1-espacio hiperbdlico segtin
su causalidad: dados S} (O,r) y H/} (0,r) de centro O y radio r > 0, se definen dngulos de
acuerdo a la causalidad de sus lados y, sin pérdida de generalidad, se relaciona su magnitud
con la longitud de arcos en (S})Jr (r)y (Hé)+ (r).

Es asi que la magnitud de un dngulo £ XVY de vértice V estd relacionada con la longitud
de arco en (S }) N (r) si las rectas XV y VY son espaciales, y con la longitud de arco en

(HY) " (r) silas rectas XV y V¥ son temporales.
Notamos XY al arco entre los puntos X e Y contenidos en un circulo lorentziano y por

long (X Y> a la longitud lorentziana del arco XY.

A continuacidn se presentan definiciones y resultados referidos a dngulos en un circulo
de Lorentz, los cuales son determinados por rectas espaciales. Resultados anédlogos se ob-
tienen para dngulos determinados por rectas temporales por la simetria (xj,x2) — (x2,x1).

1.3.1. Angulos centrales

Definicion 11 Sean A, B dos puntos que pertenecen a la misma rama de S } (O,r). El dngulo
central @ = LAOB estd definido por
long (AB)

r

w =

En particular, si O = (01,02), A = (a1,a2) y B = (b1,by) tales que el signo de a; es
distinto del signo de b, entonces

long <A79> = long <AAC> +long <(/:B> =
=log (a1 + \/af— 1> +log <b1 + b%— 1> =

=24area(T),

donde T es la region del plano de Lorentz limitada por el arco AB y los segmentos OA y
OB.
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1.3.2. Angulos inscriptos en un par de circulos lorentzianos opuestos

Definicién 12 Un dngulo inscripto LAV B en S} (O, ) es el que tiene su vértice V en S} (O,r).

Obsérvese que se distinguen tres casos:

i) El vértice V estd en distinta rama que los puntos A, B.
ii) El vértice V estd en la misma rama que los puntos A, B.
iii) Los puntos A, B estdn en distintas ramas.

En el segundo caso, las rectas \</_/§ y \{ZLX> son temporales; por lo tanto, el 4ngulo determi-

nado por ellas no se relaciona con arcos en (S} ) . (r), se relaciona con arcos en (H(})Jr (r).

<
En el dltimo caso no queda definido angulo £AV B, pues las rectas AV y FV tienen
diferente causalidad.

Proposicién 13 Sea LAV B un dngulo inscripto en S} (O,r) tal que V estd en distinta rama
que los puntos A, B. Entonces

long <AB)
LAVB = ———.
2r

Demostracion.

Sea V un punto que estd en distinta rama que los puntos A, B. Entonces:

i) Si un lado de LAV B es didmetro de S} (O, r), se puede suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que O € VB. El tridngulo T = T[V, 0,A] es un tridngulo isésceles y por lo tanto,
£AVB = LOAV.

Por otro lado, dado que O es vértice medio de T, se tiene que:

AVOA = LAVB+ LOAV = 2LAVB

long (A??)
pero £VOA = ———~ pues es dngulo central.
Luego,

1 long <AAB>
LAVB = —AVOA = ———~.
2 2r

i1) En cualquier otro caso, se traza la semirrecta @ Sea D el punto de interseccién
entre % y larama de S } (O, r) ala cual pertenecen los puntos A, B.

Si D € AB, entonces por i), se tiene que:

long <Ab> long (53) long <AAB>
> .

LAVB = LAVD+ £DVB =
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Si D ¢ AB, entonces por i), se tiene que:

long <Ab> long <5B> long <A73>
£LAVB = LAVD — £DVB =

2r 2r 2r
0
long <I;B> long (Ab) long <A,}3)
KLAVB = ADVB — LAVD = 5, — P = P .

1.3.3. Angulos exteriores
Definicion 14 Un dngulo exterior a S } (O,r) es el que tiene su vértice en un punto exterior

de S (O, r).

De todos los casos posibles, solo dos definen dngulos: uno, cuando el angulo estd de-
terminado por dos rectas espaciales, y el otro cuando ambas rectas son temporales. En este
tltimo caso, dicho dngulo estd relacionado con H (O, r).

Proposicion 15 Si 0 es un dngulo exterior a S % (O,r), de vértice V' y determinado por dos

) —
rectas espaciales 1} y [, entonces

long (Cb) —long <A}3>
0 —

2r

— — —
donde A,C € 1y NS1(0,r) y B,D € I, NS} (0,r) de forma tal que HVAH < H%H y

[¥2] <72

Demostracion.
Sea 0 un angulo exterior a S } (0, r), de vértice V y determinado por las rectas espaciales

> — < —
L'y lh,yseanA,C€ I} NS} (0,r)yB,D€ I, NS} (0,r) de forma tal que HVAH < Hﬁ“
v |[v2] < |73

i) Si O € AD, entonces queda determinado el tridngulo puro espacial T = T[V,A, D],

con vértice medio A.
El dangulo LCAD es dangulo medio de T y, por lo tanto,

£CAD = £ADV + LAVD = {ADB+ 6.
Dado que los dngulos KADB y £CAD son éngulos inscriptos en S} (O, r), se tiene que

long <Cb) long <A,}B>
0= — .

- 2r 2r
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ii) Si O € CB, se procede en forma andloga a i).

iii) En otro caso, se traza la recta OV y se determinan sus puntos de interseccién con
S1(0,r).

Sean E,F € WQS{ (0,r) tales que Hﬁ” < HW”

Se distinguen dos situaciones:

1) Si B € AE, sea 8’ = £BVE. Por casos anteriores, se tiene que

long <Cf}7> long <AAE>
0+0 = -

2r 2r
y
long (DF > long (BE )
0 = —
2r 2r ’
de ahi que
long (CF ) long (DAF > long <AE> long (BAE>
0= — — -
2r 2r r 2r
Entonces
long <CD> long (AB)
0= — .
2r 2r

2) Si A € BE, se procede en forma andloga a 1). H

1.3.4. Angulos interiores

Definicién 16 Un dngulo de vértice V se dice interior a S} (O,r) si V es un punto interior
de S} (O, r).

Nuevamente, solo quedan determinados dos tipos de dngulos interiores: los determina-
dos por rectas espaciales y los determinados por rectas temporales.

Proposicion 17 La medida de un dngulo LAV B interior a S} (O,r), con vértice V y lados
espaciales es dada por:

long <AAB> long (CAD>
£AVB =

2r + 2r
o
long <AD> long (BC >
£AVB =
2r + 2r

donde C € AV NS (0,r)y D € BVNS!(0,r), tal que C£Ay D #B.
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Demostracion.
Sea £AV B un dngulo interior a S} (O, r) con vértice V y lados espaciales. Se distinguen
dos casos: N
i) Si A y B pertenecen a la misma rama de S (O, r), entonces se trazan las rectas AV y
V' y se determinan los puntos de interseccién con la otra rama de S} (O, r); a esos puntos
se los denotard C' y D respectivamente.
El dngulo LAV B es angulo medio del tridangulo T [A,V, D], por lo que

£LAVB = £DAV + LVDA = LDAC+ LV DA.
Dado que los dngulos £ DAC'y £V DA son angulos inscriptos de S { (O, r), se obtiene que
long (AB) long (CD)
£LAVB = .

2r + 2r

i1) Si A y B pertenecen a distintas ramas de S } (O,r), se procede en forma andloga a i)y

se obtiene que
long (Ab) long <BAC>
£LAVB = .

2r + 2r

1.3.5. Angulos semi-inscriptos en un circulo lorentziano

Definicion 18 Sean A,V dos puntos en la misma rama de S } (O,r) y sea B un punto en la

_>
recta tangente a S } (O,r) enV tal que VA y ﬁ son dos vectores temporales hacia futuro.
El dngulo LAV B es llamado un dngulo semi-inscripto en S } (O,r).

Sea LAV B un dngulo semi-inscripto en S { (O, r). Lamagnitud ¢ de LAV B estd dada por

long (A’B’) long (C’D')

¢= 2r * 2r

donde A’ = AV N (HY) " (0,r), B =BV n (HY) " (0,r),C' =&V N (HY) ™ (0,r), D' =BV
(H}) (O,r).

1.4. Poligonos

Las siguientes definiciones y resultados forman parte del articulo On polygons in Lo-
rentzian plane, [19].

Definicion 19 Para cada n > 1, se define una poligonal de orden n como el conjunto de
puntos dados por BpP{ U ... UP,P,. 1, donde los puntos Py, ..., P,.1 € L? son los vértices y
los segmentos orientados PyPy, ...,P,P,+1 son los lados de la poligonal.
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Dicha poligonal se notard [Py, ..., P41].

Definicion 20 Si una poligonal [Py, ... ,P,+1] es cerrada, es decir si Py = P,11, y si ninguna
terna de vértices consecutivos es colineal, entonces la poligonal es llamada poligono y
denotada por P[P, ..., P,].

Si un poligono tiene a lo sumo dos vértices diferentes, se dice que el poligono es dege-
nerado. En el desarrollo que se presenta a continuacién se asume que los poligonos son no
degenerados.

Definicion 21 Un poligono P = P|[Ry,...,P,| se dice puro espacial, puro temporal o puro
nulo si todo lado de P es espacial, temporal o nulo, respectivamente.

Definicion 22 Un poligono P|P,,...,P,] se dice regular si todos sus lados tienen igual
longitud.

En forma clésica, un poligono P[Py, ..., P,] se dice convexo si ninguno de sus lados es
intersecado en un punto interior por la recta generada por otro de sus lados.

Los édngulos entre rectas nulas o rectas de distinta causalidad no estdn definidos. Es
asi que solo consideraremos dngulos de poligonos temporales puros o espaciales puros,
diferenciando dos tipos.

Definicion 23 Sea P[Ry,...,P,] un poligono puro espacial o puro temporal. Se dice que P,
es un vértice medio si P,_F; y P;P,1| tienen igual orientacion espacial o temporal, respecti-
vamente; se dice que P; es un vértice no medio si P,_1P; y P,P.,| tienen diferente orientacion
espacial o temporal, respectivamente.

Aplicando un apropiado movimiento en el plano lorentziano, se puede asumir que en
un poligono puro temporal y convexo P[Fy,...,P,] el vértice Py coincide con el origen de
coordenadas y es un vértice no medio.

Proposicién 24 Un poligono puro temporal convexo P[Py, ..., B, tiene exactamente n — 1
vértices medios.

Demostracion.
La demostracién se deriva de las definiciones de poligono y poligono convexo. ll

Proposicion 25 Sea P =P|Py,...,B,] un poligono puro temporal y convexo. Si Py y P; son
los vértices no medios de P, entonces

Demostracion.
Sin pérdida de generalidad, se consideran todos los tridngulos T [Py, P, Pii1], 1 <i <
n—1,y se aplica a cada uno de ellos el resultado de [14]:

P =R +Py.

Sumando los correspondientes angulos, se obtiene el resultado. B
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Proposicion 26 Si P[P, ...,P,] es un poligono puro nulo, entonces n es impar.

Demostracion.

Seanu=(1,1)yv=(—1,1),yseaP=P|[PR,...,P,| un poligono puro nulo. Sin pérdida
de generalidad se puede asumir que PPy es paralelo a u; entonces, por construccién de P,
P, P, es paralelo a v, P,P; es paralelo a u y asf sucesivamente.

Por ser P cerrado, P, P, es paralelo avy Py = P, 1; de ahi que n es impar. B

Observacion 27 Todo poligono puro nulo es regular y su perimetro es igual a cero.
Proposicion 28 El iinico poligono puro nulo y convexo es el cuadrildtero nulo.

Demostracion.

Si n =3, es inmediato que el cuadrildtero nulo Q [Q, 01,02, Q3] es convexo.

SeaP=P]|P,,...,P,] esun poligono puronuloconn >Syseanu=(1,1)yv=(—1,1).

Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que PyP; es paralelo a u; entonces Py Ps o
Py P; no estd contenido en la regién del plano limitada por P. Por lo tanto, P es céncavo. ll

1.4.1. Cuadrilateros

Primero, se considerardn dos significativos items: drea y dngulos. La definicién de 4rea
se encuentra en [41].

Definicion 29 El cuadrado del drea de un paralelogramo con lados vy y v, es igual al valor
absoluto |q (vi,v2)| si q(vi,v2) # 0, donde

q(vl,vz) = <V1,V1> <V2,V2> — <V1,V2>2 .

Proposicion 30 Sea o el dngulo entre vi y vo. Si vi y vo son ambos espaciales o ambos
temporales, entonces el drea del paralelogramo P de lados v y v, es dada por

area(P) = |[vi]| ||v2]| |sinh o] .

Demostracion.
Si v y v2 son espaciales, entonces

[area ( ’ vi,vi) (v2,v2) — <V17V2>2’
= |1 2> (1 = cosh @) | = v | 2]l sinh @) .
Si v; y v, son temporales, entonces
[drea (P)]* = ‘(vl,m} (va,v) — (vl,vzﬂ

= ’(— HVIHZ) (— HVZ”Z) (1 —cosh? w)) = ||v1]||v2]| |sinh | . M

En el plano euclideano es suficiente que dos dngulos de un cuadrildtero sean rectos
para que el cuadrildtero sea un rectdngulo. En el plano de Lorentz no es suficiente que dos
lados de un cuadrildtero sean ortogonales para que el cuadrildtero tenga todos sus lados
ortogonales, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 31 Sea Q[Qo,Q1,02,03]| un cuadrildtero en el plano de Lorentz con vértices
) —
00 = (0,0), @1 = (0.3). Q2= (1,1) ¥ @5 = (3.0). Se tiene que (Q001.0:05) =0y

— —— — - e —
(0102,0:03) =0, pero QuQ1 v 0105 no son ortogonales, y 0300 y 0205 no son ortogo-
nales.

El ejemplo anterior también muestra que diagonales nulas en un cuadrildtero no impli-
can lados ortogonales.

Teorema 32 Sea Q = Q[Qo,Q1,02,03] un cuadrildtero en el plano de Lorentz tal que

- = =
02 = —Qo, ||Q001 ‘ = HQ3Q0H =a>0,y Qo Q1y Q3 son vectores espaciales. Entonces
Q es un cuadrildtero regular’y Q3 = —Q;.
Demostracion. _
Sean ‘Q2Q3 =b>0, QleH =c>0y HQOH =d > 0. Se supone, por el absurdo,

que Q3 # —Qj. Por ley del seno hiperbdlico, se tiene que:

_ _ b _ -
% =coshQg =sinhQy vy 2= cosh @, = sinhQy

Dado que los tridngulos T [Qo, 02, 03] y T [Qo, Q1,0>] son orto tridngulos, entonces

% =sinh Qg = sinh 0> = Qp = 05,

por ser la funcién seno hiperbdlico una funcion inyectiva. Entonces c = by T [Qo, 02, 03] =

T [Qo,Q1,Q>]. Por ley del coseno hiperbdlico, se tiene que <@,§3>> = — <@,z> De

2 2 2 2 . . ..,
aqui que % = % y, por lo tanto, d = 0. Pero por hipdtesis, d > 0. La contradiccion

proviene de suponer que Q3 # —Q;. Luego, O3 = —Q,. 1



Capitulo 2

Espacio lorentziano tridimensional

2.1. El espacio L?

Sean x = (x1,x2,x3) e y = (y1,¥2,y3) dos vectores en el espacio vectorial 3-dimensional
IR3. Se define producto interno lorentziano de x e y por

(x,y) = —x1y1 + X252 +X33.
Asi, su elemento de arco, ds, estd dado por
ds* = —dx} +dx3 + dx3.

El espacio R? junto con esta métrica es llamado espacio tridimensional de Lorentz o de
Lorentz-Minkowski. Escribimos L o R} en lugar de (R?, ds).

Decimos que un vector x en L* es temporal si (x,x) < 0, espacial si (x,x) > 0, y nulo o
de luz si (x,x) = 0.

Para x € L%, es usual llamar a ||x|| = /| {x,x)| la norma del vector x.

Un vector temporal x es 1lamado hacia futuro si (x,e;) < 0y hacia pasado si (x,e;) > 0,
donde e; = (1,0,0).

Cualesquiera sean x,y € L3, el producto vectorial lorentziano de x e y es definido por
XAy = (X3y2 — X2y3,X3y1 — X1Y3,X1y2 — X21), [ 71y [8].

En [%] encontramos que el producto exterior en L puede ser expresado por medio de
una matriz. Siendo I, E, F, vectores ortonormales que satisfacen

(I,LI)=—1,(E\E)=1,(F,F) =1,

tenemos que

1 E F
xN\y=det X1  —Xp —X3
-yt Y2 ¥3

Como es usual, este producto satisface las siguientes propiedades:
xAx=0, xAy=-yAx, AxAy=xAAly=~A(xAy),
(xAy,x) = (xAy,y) =0, (x+y)Az=xAz+yAz,
(xAy) Az = (x,2)y = (y,2)x.

13
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También en [8] se muestra la relacién entre vectores de L y pseudocuaterniones.

Decimos que x es ortogonal a y si (x,y) = 0 y ambos no nulos. Claramente, x Ay es
ortogonal axyay.

Consideraremos una superficie M en L* expresando sus coordenadas por x;. Cada x; es
una funcién real de dos pardmetros reales definidos en un cierto intervalo.
La pseudoesfera S% en L3 es la superficie

$t= () € L st 43— =1).

Recordemos que S% puede ser parametrizada por:

x1 = cosOcoshw
xp = sinfBcosh®w ,dondewecRy0<0O<2m.
X3 = sinh @

Una superficie M es nodegenerada si para cada p € M y x # 0, x € T,M, existe algin
y € T,M con (x,y) # 0. Si, ademds, para cada p € M la restriccién de ( , ) a T,M x T,M es
definida positiva, entonces decimos que M es una superficie espacial; si para cada p € M la
restriccion (, ) a T,M x T,M es una métrica lorentziana decimos que M es una superficie

temporal, [5]. Si M es una superficie espacial o temporal entonces se dice que M es una
superficie no nula.

La pseudoesfera de radio » > 0 es la superficie
ST(r) = {(x1,%2,x3) € L* : —x] +x3 +x3 = 17},
y el espacio hiperbélicode radio r > 0 es la superficie
Hj (r) = {(x1,%2,x3) € L3343 445 = _r2}'

La pseudoesfera S% (r) es una superficie temporal.

Una curva parametrizada es llamada temporal, espacial o nula si en cada punto su vector
tangente es temporal, espacial o nulo, respectivamente.

El lugar geométrico € (O,r) = {X eIl : <O_X> , OX > = ,,2} consta de un par de circu-
los de Lorentz coplanares y opuestos, con centro O y radio r, donde O es un punto en un
plano temporal IT; C L3 y r es un niimero real positivo.

Los circulos de Lorentz son curvas temporales.

Decimos que la curva plana & (0,r) = {X ellg: <O_X’> , oxX > = r2} es un circulo eu-
clideano con centro O y radio r, donde O es un punto en un plano espacial IIz C L* y r es
un ndmero real positivo.

El circulo euclideano & (O, r) es una curva espacial.

Sea x1,X2,x3 un sistema de coordenadas en L. En lo que sigue consideraremos el con-
junto {81 = 8%1782 = 9%2,83 = 9%3} como base ortonormal o marco de referencia para

L3, es decir, 91, d», d3 son tres vectores ortogonales dos a dos tales que (d;,d|) = —1y

(0h,02) = (d3,03) = 1.
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La conexi6én de Levi-Civita, V, de L3, de manera natural, da una funcién V : & (M) x
E(M) — Z(M), llamada conexién inducida sobre M C L*. En [41] encontramos la defini-
cién de conexién inducida.

Sean V € E(M) y X € E(M), y para cada p € M sean V y X extensiones locales
diferenciables de V y X sobre un entorno coordenado % de p en L*. Entonces, la conexién
inducida Vy X es definida sobre cada % NM como la restriccién de VX a % NM.

En [41], O’Neill define el operador de forma (shape operator) para una hipersuperficie
de una variedad semi-riemanniana. En particular, si N es un campo vectorial unitario sobre
M C L*, entonces el (1,1) campo tensorial S sobre M que satisface, para todo V,W € E (M),
(S(V),W) = (Il (V,W),N) es llamado operador de forma de M C L? derivado de N.

En cada punto p € M, S determina un operador lineal S : T,M — T,M definido por

$(,)=—VaN, i=12,

donde 7,1, es un sistema de coordenadas en M.

2.2. Sobre la pseudoesfera

Ahora, queremos mostrar algunas caracterizaciones de la pseudoesfera en el espacio
lorentziano tridimensional.

Problemas andlogos en espacios euclideanos tridimensionales han sido estudiados, [40],
[50], [51]. En [29] y [30], encontramos algunos resultados de [40] y [50] generalizados a
espacios de Minkowski tridimensionales.

En [40], K. Ogiue y R. Takagi probaron el siguiente teorema junto con varias generali-
zaciones: Sea M una superficie en el espacio euclideano tridimensional E>, y supongamos
que por cada p € M, existen dos circulos de E? los cuales son tangentes entre si en p, y
estan contenidos en M alrededor de p; entonces M es localmente un plano o una esfera.

Caracterizaciones geométricas de una esfera en E> pueden hallarse en [50], donde N. Ta-
keuchi probd la siguiente proposicién: Sea M una superficie compacta, simplemente conexa
y diferenciable en E3, y supongamos que por cada punto p € M, pasan tres circulos de E3
contenidos en M; entonces M es una esfera. En [51], Takeuchi estudié un problema similar
reemplazando la condicion “tres circulos” por “un circulo contenido en un plano normal”.

Muchos de los resultados obtenidos por Takeuchi en [50] y por Ogiue y Takagi en [40]
fueron generalizados al espacio tridimensional de Lorentz—Minkowski, L?, por S. Izuyima
y A. Takiyama en [29] y [30].

En [29], se probé que si S es una superficie temporal en L? y, por cada punto p € S, la
interseccion de 'y 7, son dos rectas nulas, entonces S es una pseudoesfera.

En [30], se prueba el siguiente teorema:

Teorema A: Sea S una superficie temporal en L?. Supongamos que a través de cada
p € S, pasan dos pseudocirculos ¥;, 75 de L? tales que:

i) 7, 7> estan contenidos en S en un entorno de p,

ii) 7, 7» son tangentes entre si para cada p.
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Entonces S es localmente una pseudoesfera o un plano temporal.

En [51], Takeuchi enuncia que una esfera en E> puede caracterizarse como una superfi-
cie compacta diferenciable M la cual contiene un circulo que pasa por cada p € M contenido
en un plano normal de M en p.

Uno de los problemas que surgen cuando queremos generalizar este resultado a espacio
de Lorentz tridimensional es el hecho de que la pseudoesfera no es una superficie compacta.
Por esta razén, en nuestro caso caracterizamos la pseudoesfera via su seccién normal y
usamos fuertemente el operador de forma, [41].

En este sentido, aportamos los siguientes importantes resultados.

Teorema 33 Sea M una superficie conexa temporal en L. Supongamos que para cada
P € M, existen un par de circulos de Lorentz opuestos y un circulo euclideo a través de p
en M los cuales tienen la misma curvatura y ellos son secciones normales a la superficie
en p en la direccion de un vector temporal orientado hacia el futuro y un vector espacial,
respectivamente. Entonces M es una pseudoesfera.

También tenemos los siguientes teoremas duales.

Teorema 34 Sea M una superficie temporal conexa en L. Para cada vector temporal hacia
futuro u, supongamos que u- "M es un circulo euclideano sobre una seccion normal de la
superficie en la direccion de u. Entonces, M es localmente una pseudoesfera.

Teorema 35 Sea M una superficie temporal conexa en L*. Para cada vector espacial u,
supongamos que u-NM es un par de circulos de Lorentz opuestos sobre una seccion normal
de la superficie en la direccion de u. Entonces M es localmente una pseudoesfera.

En [49] se encuentra una definicién de seccién normal, y ahora la generalizamos del
espacio euclideano tridimensional al espacio lorentziano tridimensional.
Las siguientes definiciones y lemas conducen al resultado principal.

Definicion 36 Sea M una superficie no nula en L*. Una seccion normal en p € M es una
curva que es interseccion de M con el plano en p que contiene al vector u, y al vector
normal N, en p.

En lo que sigue supondremos que las curvas estdn parametrizadas por el pardmetro
tiempo propio ¢, el cual es la contrapartida lorentziana del parametro longitud de arco.
Algunas propiedades del operador de forma se enuncian en los dos lemas siguientes.

Lema 37 Sea ¢ una curva no nula que es interseccion de una superficie no nula M y
un plano no nulo 1. Para cada p en o, N, y V), denotan vectores normales de M y 1],
respectivamente. Si (N,,V,) es constante a lo largo de o, entonces S(c’) = Ao’, donde
A eR.

Lema 38 Sea o la seccion normal en p en la direccion de u,. Entonces ky, (u,) = £x5 (0),
donde k;, (u,) denota la curvatura normal.
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Las definiciones de pseudocirculos en [30] evitan la mencién a la condicion de causali-
dad de las curvas. Elegimos decir que una curva temporal (espacial) en L* es un circulo de
Lorentz (euclideano) si existe un plano temporal (espacial) 7 en L? tal que esta curva es un
circulo de Lorentz (euclideano) de 7 en el sentido clasico.

Observacion 39 Si o es la seccion normal de M en p en la direccion de un vector hacia
pasado, entonces M = S% / — 1. Si la orientacion temporal no es considerada, esto es, si o, es
la seccion normal de M en p en la direccion de un vector temporal, entonces M = S% /1.

2.3. Una superficie especial

El plano proyectivo es un ejemplo de variedad diferenciable abstracta, tal vez una de
las primeras en la historia matematica, [2]. Es bien sabido que el plano proyectivo P? es
obtenido por identificacién de puntos diametralmente opuestos de la esfera euclideana bi-
dimensional, o sea, puntos antipodales. Si dos puntos antipodales p;,ps € S* definen un
punto p en P2, podemos tomar dos discos abiertos U; y U, en S? alrededor de p; y p», res-
pectivamente, tales que los puntos de U, sean antipodales de los de U;. Entonces los pares
de puntos pertenecientes al par de entornos U; y U, conforman un entorno de p en P2
La topologia de P? es definida tomando como entorno de p un conjunto que contenga un
entorno del tipo antes descripto, [44].

La compactificacién conforme de un cono como espacio de Minkowski fue estudiada
por Penrose, [43], [44], Frauendiener, [25], y Wald, [54], entre otros.

Este tema involucra cuestiones de la Fisica y una de las ideas principales es mantener
invariantes las propiedades de causalidad y, en consecuencia, las propiedades de la propa-
gacion de la onda. Para obtener un espacio de Minkowski compactificado (Penrose, [44],
pp- 296-298), el vértice del cono es también considerado como punto final pasado y futuro
de una curva causal; entonces los tres puntos son identificados y se presentan como uno.

Matematicamente, el teorema de inmersion de Whitney (imbedding), [2], asegura la
inclusién diferenciable de una variedad cerrada en R, ver Penrose, [44].

Nuestro punto de vista es diferente del expuesto.

Queremos construir un cono proyectivo compactificado en espacios tridimensionales,
tanto euclideanos como lorentzianos, sin otra consideracién que la continuidad, es decir,
esencialmente desde el punto de vista topoldgico.

Ya que un cono de luz estd en el espacio de Lorentz tridimensional, nos cuestionamos
acerca de un cono de luz proyectivo, al cual llamaremos cono proyectivo lorentziano.

En lo que sigue obtendremos la compactificacion con un punto o de Alexandroff de un
cono doble en el espacio euclideano tridimensional; este espacio compacto es notado por
X*. Consideraremos el espacio cociente X*/ ~, donde ~ indica una relacién de equivalencia
en X* definida por una aplicacién antipodal. Luego construiremos el cono proyectivo eucli-
deano uniendo dos espacios cocientes X*/ ~ y S!/~. Por tltimo, daremos una estructura
topoldgica al cono proyectivo euclideano.

Para construir el cono proyectivo lorentziano, primero obtendremos una compactifica-
cion Y* de un cono de luz en el espacio de Lorentz tridimensional; en este caso no puede
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aplicarse la compactificacién con un punto. El cono proyectivo lorentziano es construido
uniendo dos espacios cocientes: Y*/~y S!/ ~.
Los detalles de ambas construcciones pueden encontrarse en [13].

2.3.1. Cono proyectivo euclideano

Sea X C R? una superficie cuadrética dada por la ecuacién
X4y - =0,

esto es, X es un doble cono en el espacio euclideano tridimensional. Notamos los subcon-
juntos de X:

—

x,y,z2) €X:2>0},
x,y,2) €EX:2<0},
z)
z) €

—

X, 0,2 eX+ z>€>0},
X, 02 .z<—8,8>0}.

{
{
{
{

—~

Es fécil ver que X = X*TUX~ U{o}, donde 0 = (0,0,0).

En lo sucesivo, consideraremos el espacio topoldgico (X, Ty ), donde Ty es una topologia
natural inducida desde R3,

Un espacio topoldgico se dice compacto si todo cubrimiento por abiertos tiene subcu-
brimiento finito. Formalmente, esto significa que para toda coleccién arbitraria {U;};.; d
subconjuntos abiertos de X tal que | J;c; U; = X, existe un subconjunto finito J C I tal que
Uies Ui = X.

Observemos que (X, Ty) es un espacio no compacto y que B, By son subconjuntos
abiertos de X.

Ahora, volvamos a la compactificacién con un punto de un espacio no compacto, [32].

Teorema 40 Para cualquier espacio no compacto X la compactificacion con un punto de
X se obtiene agregando un punto extra q ¢ X (cominmente llamado punto del infinito) y
definiendo como conjuntos abiertos del nuevo espacio a los abiertos de X junto con los con-
Jjuntos de la forma GU{q}, donde G es un subconjunto abierto de X tal que X*\ (GU{q})
es un subconjunto cerrado y compacto de X. La compactificacion con un punto de X es
Hausdorff si y solo si X es Hausdorff y localmente compacto.

Sea ¢ un punto en R*\ X. Definimos el espacio
X*=XU{q}.
La topologia 7* define los conjuntos abiertos de X* como los conjuntos abiertos de X
junto con los conjuntos de la forma GU{q}, donde G = AUB{ UB; y A es un subconjunto

abierto de X. Consideraremos X* = X U{g} junto con la topologia 7*.

Teorema 41 (X*,T*) es un espacio compacto.
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Para facilitar la comprensién del cono proyectivo, X* puede ser visualizado como un
bicono, es decir, como dos conos simples identificando sus respectivas bases.

Consideramos el espacio cociente X*/ ~, donde ~ es una relacién de equivalencia sobre
X* definida por la aplicacién antipodal sobre X T UX ™,y g ~ o.

Notamos por [p] = {p’ € X* : p ~ p'} la clase de equivalencia de p, y para un subcon-
junto § C X*, notamos por [S] al conjunto {J,cs[p]. 0 sea, todo p es equivalente a algin
elemento de S.

Consideremos el conjunto de clases de equivalencia X*/ ~ y notemos por 7 : X* —
X*/ ~ la proyeccion natural que aplica cada p € X* en su clase de equivalencia 7 (p) = [p].
Con esta notacién, W C X*/ ~ es un subconjunto abierto si 7! (W) es abierto en X*; la
proyeccion 7 es entonces continua.

El espacio cociente St / ~, donde ~ denota la relacion de equivalencia sobre S! definida
por la aplicacién antipodal sobre S', es bien conocido.

Teorema 42 Sean S' con la topologia inducida y o : S' — S'/ ~ la aplicacion proyeccién,
entonces S' / ~ es un espacio compacto.

Definicién 43 Llamaremos cono proyectivo euclideano a Az = X*/ ~ US' / ~.
En lo que sigue, por entorno entenderemos entorno abierto.

Teorema 44 El cono proyectivo euclideano es un espacio topologico.

2.3.2. Cono proyectivo lorentziano

Siguiendo [41], sea L? el espacio de Lorentz tridimensional de curvatura cero con sig-
natura (4,4, —), y sea ¥’ C L? la superficie cuadratica dada por la ecuacién

Py -2 =0,

es decir, Y’ es un cono de luz en L.
Indicamos los subconjuntos de Y

:{(x,y, ) ey Z>0}
{(x,y,2) €Y' :2<0},
:{(x,y, )€Y+:1>8>0},
{(x,y,2) €Y :z2< —£;€>0},
Vi ={(xy )€Y+:O<z<5},
(x,5,2) €

Vg_ = { X, )2

Siguiendo la notacién y técnicas de [5], consideramos el espacio topolégico (Y, 1y),
donde Y =YTUY ™ y 1y es la topologia inducida por la topologia de Alexandrov de L.
Sean p,q € L3, y, de manera clésica, notamos G,, = I (p) NI~ () un subconjunto abierto
de L? provisto con la topologia de Alexandrov.

Observemos que (Y, Ty) es un espacio no compacto y que B, B, V+ Vs son subcon-
juntos abiertos de Y.

Y :—-6<z<0;6>0}.
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Lema 45 Sea e : L3 — R3 la aplicacion inclusion de L3 en R3. Si p # q € L?, entonces
existen B(€) y B(€') dos bolas abiertas en R? tales que B(€) C e (G,,) C B(€'), donde €, €'
son dos niimeros reales positivos. Reciprocamente, Y€ > 0, existen puntos p,q,p',q € L’
tales que ¢ (Gpq) C B(€) Ce(Gpy).

En lo que sigue, notaremos el punto (0,0,0) por o. Sea g un punto en L* \ (Y U{o});
definimos el espacio

Y*=YU{q}U{o}.
La topologia 7* esta definida por los abiertos de Y* como abiertos de Y junto con los

conjuntos de la forma GU{o, ¢}, donde G = AUB{ UB; UV5 UVy y A es un subconjunto
abierto de Y. Consideramos el espacio (Y*, 7).

Teorema 46 (Y*,1*) es un espacio topoldgico compacto.

Considerando el espacio cociente Y*/ ~, donde ~ es una relacién de equivalencia sobre
Y* definida por la aplicacién antipodal sobre YT UY ™, y g ~ o, tenemos:

Definicién 47 Llamamos cono proyectivo lorentziano a A2 =Y* [~ US'/ ~.

Teorema 48 El cono proyectivo lorentziano es un espacio topoldgico.

2.3.3. Propiedades topologicas

Hemos obtenido por diferentes métodos la compactificacién del cono doble euclideano
y del cono de luz lorentziano, X* e Y'*, respectivamente.
Observamos que esos espacios tienen diferentes propiedades topoldgicas.

Teorema 49 (X*,7*) es un espacio Hausdorff pero (Y*,7*) no lo es.

A pesar de este resultado, obtenemos que el cono proyectivo lorentziano es un espacio
Hausdorff. Esta y otras propiedades se muestran en el siguiente

Teorema 50 Tanto el cono proyectivo euclideano como el lorentziano, satisfacen la pro-
piedad de ser:

i) espacio compacto;
ii) espacio Hausdorff;

iii) espacio normal.
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2.4. Algunas aplicaciones proyeccion

En la Geometria Euclideana, muchas de las proyecciones pueden ser, al menos, parcial-
mente visualizadas ya sea sobre el cilindro, el cono o el plano.

Estudiaremos cuatro aplicaciones proyeccion definidas sobre S% a superficies en el es-
pacio tridimensional de Lorentz, L*, con curvatura cero. Esas superficies son los cilindros
R x S}, S'xLyRx H(}, y el plano lorentziano, L?>. En consecuencia, estudiaremos las
aplicaciones:

= R x Si-proyeccién cilindrica de S? sobre R x S!,
» S! x L-proyeccién cilindrica de S% sobre S! x L},
» R x H}-proyeccién cilindrica de S7 sobre R x H],

= las proyecciones ortograficas y estereograficas sobre L.

Encontramos que R x § }—proyecci(’)n cilindrica y R x H(} -proyeccioén cilindrica sobre
52 — {x € $};|x1| = 1} son difeomorfismos. También definimos la extension de R x S}-
proyeccion cilindrica y R x H(; -proyeccién cilindrica sobre S7, las cuales son lal y sobre-
yectivas.

La proyeccion de la esfera euclideana sobre cilindros rectos es una aplicacion geodésica,
[49]. La S' x L-proyeccién cilindrica preserva las geodésicas no nulas y la causalidad de
las curvas geodésicas no nulas.

Andlogo al caso euclideano, la proyeccién ortografica de S% sobre L? no es una aplica-
cién lal.

La proyeccion estereogréfica de S% — {x €8%x = 1} sobre L? — H(} es un difeomorfis-
mo. Definimos la proyeccién estereogrifica extendida de S? sobre L? — {(0,0,—1)} la cual
es lal y sobreyectiva. Asi encontramos que, en el espacio tridimensional de Lorentz, es
necesario agregar dos puntos a la pseudoesfera para compactificarla. Ademas, el plano de
Lorentz es simplemente conexo pero la pseudoesfera no lo es; para preservar esta propiedad
es necesario remover un punto del plano.

24.1. La proyeccion cilindrica

Clasicamente, una C-proyeccién cilindrica de puntos sobre una pseudoesfera unitaria S
centrada en O, consiste en extender la recta OP para cada punto P € S% hasta su interseccién
con un cilindro C tangente a S?.

En lo que sigue, notaremos el producto torcido (warped) por x, la recta lorentziana por
Ly

S| = {x€L2: (x,x) =1},
Hy={xeLl*: (xx)=-1},
St ={(x1,%2) ER*: x{+x5 = 1}.
Recordemos que R x S1, ' x Ly R x H(} son los cilindros en L?, y también son super-

ficies no nulas con curvatura cero ([12]).
Distinguimos tres casos:
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a)C=RxS]
Tomemos el cilindro en L3 definido por:
Rx S} = {(x1,x,x3) € L*: x5 —x3 = 1}.

Las dos hojas de R x § } estdn caracterizadas por xp > 0y x2 < 0. Sigue que R x § } admite
dos parametrizaciones

X1 =t
xp = txcoshw , donde W, € R.
x3 = sinhw

Observemos que el cilindro R x S} es tangente a S% en los puntos (0, & cosh , sinh ).

El proceso geométrico antes mencionado no puede aplicarse sobre rectas nulas deter-
minadas por la interseccion de S% con los planos x; = —1 y x; = 1, esto es, sobre las curvas
(—1,%u,u) y (1,4u,u), respectivamente, con u € R.

Definicién 51 Llamamos A = {x € §3;
proyeccion cilindrica es definida por

xi|=1}yAy={xeRxS|x|=1}. LaR x Si-

miST—A > RxSI - Ay

tal que

leixg (x1,x2,%3)  si |x2| > |x3],

Ty (xX1,X2,X3) = 2

\/ﬁ(xhchz) si x| < |x3],

para todo (x1,x2,x3) € S% — Ay
Proposicion 52 La aplicacién my es un difeomorfismo.

Definicién 53 Una R x S}-proyeccion cilindrica extendida se define por
T S% - Rx S% - {(17_170)a(_17_170)}

tal que

X1,X2,X3) si |xi] # 1y |x| > |xs],

X1,X3,X2) si |xi] # 1y |x| < |xs,
2

Ty (x1,%2,X3) =
(x1,1/1+x%,x3> si |x1] =1yx; =xs,
(x],—\/l—l-x%,)g) si |xi]=1yx,=-x3#0,

para todo (x1,x2,x3) € S3.
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Proposicion 54 La aplicacion &, es lal y sobreyectiva. La aplicacion inversa estd dada

por
1
X

1 (x17x27x3) si |X1‘ 7é 1 y ‘xZ, > |X3‘,

— =1

- (x1,x3,%2)  si x| £ 1y |xa] < |xsl,
1

Xla-x3,X3) Si |X1‘ =1 VX = \/@’
xl,—x3,x3) Si |X1‘:1yx2:_\/@,

para todo (x1,x,x3) € Rx S} —{(1,-1,0),(—1,-1,0)}.

T

Tcl : (X1,X2,x3) =

o~ o~

Observacion 55 La proyeccion cilindrica en el espacio euclideano estd dada por
o1 :5*—{(1,0,0),(—1,0,0)} — S' xR,

removiendo dos puntos de S%, y la R x § }-proyeccidn cilindrica extendida en el espacio de
Lorentz estd dada por

ST - Rx S —{(1,-1,0),(~1,-1,0)},

removiendo dos puntos del cilindro.

b)C=S'xL

En el espacio tridimensional de Lorentz, existe una tnica posicion relativa para el ci-
lindro recto en la aplicacién proyeccién tocando la pseudoesfera a lo largo de la curva
(cos0,sin 6,0) y paralela al eje x3.

Recordemos que el cilindro S! x L in L? est4 definido por

S'xL={(x1,x,x3) €L’ : x{ +x5 =1},

y dado por
X1 =cosO
X, =sin@ ,dondete€Ry0< 6 <2m.
X3 =t

SeaX={xeS' xL;—1<x3<1}.
Segiin el proceso geométrico antes mencionado, definimos S! x L-proyeccién cilindri-
ca.

Definicién 56 La S' x L-proyeccién cilindrica
m:St X

estd definida por
1

T (X1,%2,X3) = ———= (X1,%2,X3)
\/1+x§

para todo (x1,x2,x3) € S3.
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La S' x L-proyeccién cilindrica puede ser visualizada geométricamente como teniendo
una pseudoesfera S% torcida alrededor de X.

Proposicién 57 La S' x L-proyeccion cilindrica es un difeomorfismo con aplicacion inver-

sa
1

71'2_1 (xl,)Cz,X3) = —F—— (xlax2ax3) :

Notemos que m, aplica geodésicas temporales de S% en rectas verticales en S' x L (es
decir, geodésicas temporales de cilindro), y las geodésicas espaciales de S% en circulos eu-
clideanos en S! x L (es decir, geodésicas espaciales de cilindro).

Asi, decimos que la S! x L-proyeccién cilindrica preserva geodésicas no nulas y preser-
va la causalidad de las curvas geodésicas no nulas.

o) C=RxH]

Este cilindro esta definido por
R XH& = {(xlax27x3) cel? :xg —x% = _1}.

Las dos hojas de R x H(} estan caracterizadas por x3 > 0y x3 < 0. Sigue que R x H(}
admite las parametrizaciones

X1 =t
Xy =sinhw , donde @,f € R.
x3 = tcoshw

No podemos extender la recta OP si P yace en la recta de luz determinada por la inter-
seccion de S% con los planos x; = —1y x; = 1.

Definicién 58 Consideremos Ay = {x € $3;|xi| =1} y A3 = {x e R x H};|x| = 1}. La
R x H(} -proyeccion cilindrica

7[3:S%—A1—>RXH&—A3

estd definida por

L (x1 X2 x:;) Si |X2’ < |X3|
) 2 Y badge )
%) (xlax27x3) - x31 E

m(xhx&xz) si |xa] > |x3],

para todo (x1,x2,x3) € S% — Ay

Proposicion 59 La aplicacion w3 es un difeomorfismo.
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Definiciéon 60 Una R x H& -proyeccion cilindrica extendida
73:87 > RxH) —{(1,0-1),(—1,0,—1)}

estd definida por

1

= (v1,x0,23) st pal # 1y ol <,
= (

x1,X3,%)  si x| # Ly x| > |xs],

x1,Xz,\/1+X%> si x| =1yx =x3,
xl,x2,—\/1+x%) si |xj]=1yx,=—x3#0,

]

73 (x1,%2,x3) =

NN

para todo (x1,x2,x3) € S3.

Proposicion 61 La aplicacion T3 es lal y sobreyectiva Su aplicacion inversa estd dada

por
1

5 (X1,x2,x3) st [ # Ly vl < xsl,
1

e

— (01,03,22) i fa| # 1y ol > [,

7Ty (x1,%0,x3) =
( 27x2) si |x1‘ = 1 ny _= m7
(XlaXZ, ) si |)Cl‘:1yx3:_\/@7

para todo (x1,x,x3) € Rx H} —{(1,0—1),(—1,0,—1)}.

—

Observacion 62 Andlogamente a la R x S}-proyeccion cilindrica extendida, en la R x H&-
proyeccion cilindrica extendida removemos dos puntos del cilindro.

2.4.2. Proyeccion ortografica

En la geometria de Lorentz, la proyeccion ortogrifica es una proyeccion paralela res-
pecto de la cual las rectas proyectadas son ortogonales al plano proyectado.

Con respecto a la signatura (4,4, —), los planos x; = 0 y x, = 0 son congruentes al
plano L?. Ademds, notemos que estos planos difieren en un movimiento rigido euclideano.
Sin pérdida de generalidad, elegimos el plano x; = 0 para desarrollar nuestro estudio.

Definicion 63 Sea I1 el plano x| = 0. Entonces la proyeccion ortogrdfica es la aplicacion
To: S% — 11,
tal que mo (x1,x2,x3) = (0,x2,x3) para todo (x1,x2,x3) € S%.

Notemos que 7o (x1,X2,x3) = Tp (—x1,X2,X3), esto es, Tp no es lal.

Ademds, las rectas de luz determinadas por la interseccién de S? con planos x; = —1y
x1 = 1 son enviadas a rectas de luz en I1. En particular, 7o (1,0,0) = 7o (—1,0,0) = (0,0,0).

La proyeccién ortografica no preserva geodésicas. Asi, 7y aplica geodésicas espacia-
les de S% en segmentos de rectas horizontales (es decir, parte de geodésicas espaciales de
IT) pero mp aplica la mayoria de las geodésicas temporales de S% en ramas de un circulo
lorentziano en I1, las cuales no son geodésicas temporales del plano lorentziano.
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2.4.3. Proyeccion estereografica

En lugar de considerar rectas proyectivas paralelas, la proyeccion estereografica es pro-
yectada desde un punto fijo de S% en el plano proyectivo. Esos puntos fijos son llamados

polos de proyeccién.
En lo que sigue consideraremos al punto N = (1,0,0) como un polo.

Diferentes férmulas de transformacién son posibles dependiendo de las posiciones re-
lativas del plano proyectivo y el eje x3. Sin pérdida de generalidad, elegimos el plano

IT: x; = 0 como plano proyectivo.
Sea P = (x1,x2,x3) € S%. Extendemos la recta ;W’ hasta intersectar el plano IT si x; # 1.

Definicion 64 Sea Ay = {x €8x = 1}. Definimos proyeccion estereogrdfica Ty por:
N . S%—A4 —)H—H&

tal que

7oy (x1,%2,X3) = <0 8 >

’l—xl’l—xl

para todo (x1,x2,x3) € ST — Aa.

SeaTl, : x; = a un plano en L>. Estos planos son congruentes a L? para todo a € R.
Observamos que si —1 <a<1lyPe€ S% N1I1,, entonces my (P) es espacial en IT.
Sia<—-1yPe S% NI1,, entonces my (P) es temporal en ITy su signo se preserva.
Sia> 1y P e S?NIL, entonces 7y (P) es temporal en ITy su signo es preservado.
Sia=—1yP=(—1,x,%x;), entonces 7y (P) son nulos en I1.

Proposicion 65 La aplicacion my es un difeomorfismo.
Definicion 66 Una proyeccion estereogrdfica extendida Ty estd definida por:
7y ST —I1—{(0,0,—1)}

tal que

(0.2 sixi# 1y Pl # |,

O,xg,\/l—l-x%) six;=1yx; =uxs,

Ty (X1,%2,X3) = (

(O,xzj— l+x%) sixi=1yxp=—x3#0,
para todo (x1,x2,x3) € S3.

Proposicion 67 La aplicacion Ty es lal y sobreyectiva. Su inversa estd dada por

X%*)]Cﬁ (x%—x%— 1,2X2,2)C3) si |xa| # |x3],

7'L'N1 (.X'],.XZ,)C}) = (1,)62,)62) sixy=4/1 —I—x%,

(1,x2,—x7) siX3:—\/1+x%,

para todo (x1,x2,x3) € I1—{(0,0,—1)}.
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Observacion 68 La cldsica proyeccion estereogrdfica en el espacio euclideano estd dada
por
on 8% —{(1,0,0)} — R?

removiendo un punto de S, y la proyeccion estereogrdfica extendida en el espacio de Lo-
rentz estd dada por
7y S7— L*—{(0,0,—1)}

removiendo un punto del plano. Entonces, es necesario agregar dos puntos a la pseudoes-
fera para compactificarla.



Capitulo 3

Espacio lorentziano n-dimensional

3.1. Elespacio L”

Sean x e y dos vectores en el espacio vectorial n-dimensional R”. Es bien sabido que el
producto interno lorentziano de x e y estd definido por

n—1

(x,y) =Y xiyi = XnYn-
i=1

El elemento longitud de arco, ds, esta dado por

n—1
ds? =g = Z d)ci2 —dx,%.
i=1

El espacio R” junto con esta métrica es llamado espacio lorentziano n-dimensional o
n-espacio de Lorentz. Escribimos L" o RY, en lugar de (R", ds).

Los espacios lorentzianos de dimension 2 y 3 fueron desarrollados con mds detalle en
los Capitulos 1 y 2 de este trabajo, respectivamente.

Decimos que un vector x en L" es temporal si (x,x) < 0, espacial si (x,x) > 0, y nulo si
(x,x) = 0. Los vectores nulos son también llamados vectores de luz.

Decimos que x es ortogonal a y si (x,y) = 0 y ambos no nulos.

Dado x en L", es usual llamar norma lorentziana de x a ||x|| = \/|({x,x)|. Decimos que
un vector x es unitario si ||x|| =1, o sea, si (x,x) =10 (x,x) = —1.

La base canénica de L" estd formada por un vector temporal y n — 1 vectores espaciales,
asaber: e; = (1,0,...,0),e, = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1).

En L" se tiene definida una orientacién temporal: un vector temporal x € L" se dice
temporal hacia futuro si (x,e;) < 0, y temporal hacia pasado si (x,e;) > 0.

Como en [5], decimos que M es una superficie no nula si en cada punto p € M su plano
tangente 7,M estd munido con una métrica lorentziana o definida positiva.

Una curva parametrizada es llamada temporal, espacial o nula si en cada punto, su vector
tangente es temporal, espacial o nulo, respectivamente.

28
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3.2. Curvas nulas

Sea (L",g) un espacio lorentziano n-dimensional de curvatura cero donde la signatura
de ges (+,—,...,—)y Ves suconexién de Levi-Civita. Indicaremos con ( , ) el correspon-
diente producto interno.

Para facilitar la lectura, en esta seccion se denotaran con letras mayusculas los vectores
tangentes y los puntos en L".

3.2.1. Curvasy marcos de referencia de Frénet nulos

En lo que sigue trataremos con curvas cuyo vector tangente en cada punto es nulo y, en
general, parametrizadas por el pardmetro tiempo propio, andlogo al pardmetro longitud de
arco.

|~

Definicién 69 Una curva ¢ : (a,b) — L" se dice nula si su vector tangente T = O (
nulo en cada punto de o (s), es decir, si (T, T) = 0.

) es

QU

t

En [8] probamos el siguiente resultado.

Teorema 70 Las curvas nulas en S3 son rectas nulas y no existe esfera osculatriz de una
curva esférica nula en L.

Siguiendo la idea de Mufioz Masqué y Rodriguez Sdnchez, extendemos la caracteriza-
cién de curvas de Frénet.

Definicién 71 Una curva o : (a,b) — L" se dice curva nula de Frénet en el punto ty € (a,b)
si, siendo T, el vector tangente a o(t) en ty, T, (V1T )y, .., (Ve 'T),, son linealmente
independientes 'y g(T,T) = 0.

Definicion 72 Sea ¢ una curva nula en L' y P un punto de la curva ¢.Un marco nulo
en P consiste de un conjunto de vectores {X\,...,X,} los cuales satisfacen las siguientes
condiciones:

n X =koT = koG*(%), con ko > 0,

(X1,X1) =0, (X2,X3) =0, (X1,X2) = —1,

= X; son vectores espaciales,

<X1,Xi> = <X2,Xl'> = 0, 1= 3,...,l’l,
» (X, X;)=8j, i,j=3,...,n

Definicion 73 Si ¢ es una curva nula de Frénet en L" en el punto correspondiente a
t € (a,b), podemos definir un marco nulo de Frénet de o imponiendo las siguientes dos
condiciones:

1 AT, (Vo). ., (VEIT), Yy {X1,..., X, } generan el mismo subespacio;
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2. dety,  x (T, (VeT)y,.... (V5 'T),) > 0.
Como {Xi,...,X,} genera el espacio tangente en P tenemos
T = k,X, X/ =Y wiX;, (3.1)
J
donde w;; son funciones continuamente diferenciables de 7.

Pedimos que estas condiciones se preserven a lo largo de la curva, entonces % (X, Xj) =
0y aplicando esto a la Definicién 73, obtenemos

wi2 =wa =0,

Wwi1 = Wy, i:3,...,n, (32)
Wip = Wii, i:37"'7n7
Wij = —Wiji, i,j:?),...,l’l.

De [15] introducimos una version generalizada del concepto de rotacién nula.

Definicion 74 Una rotacion nula es una transformacion de Lorentz que preserva orienta-
cion y marcos nulos.

Teorema 75 Sean o(s) una curva nula en L', n >4,y {Xy,..., X, } un marco nulo en cada

punto de o (s). Entonces o(s) tiene X(n> —3n+6) curvaturas linealmente independientes.

En particular, para n = 4 tenemos

X| = wi3X3,

X5 = w3 X3+ wuXa,

X5 =wXi +wi3Xa +wXa,
X5 = waXi — wXs.

Corolario 76 Notando k;(L') la k; curvatura en L/ tenemos que parai:1,..., %{(j2 —3j+
4)} se verifica ki(L') = k;(L/+1).

Observacion 77 X| y X} son, siempre, vectores espaciales.

3.2.2. Curvas nulas congruentes en L"

Seguin [37] y [33] podemos caracterizar dos curvas congruentes en una variedad rie-
manniana simplemente conexa, completa de curvatura constante. Como L”" es una variedad
semi-riemanniana simplemente conexa, completa de curvatura constante y, por [41], la co-
nexioén de V preserva todas sus caracteristicas en una variedad semi-riemanniana, podemos
enunciar:

Definicion 78 Dos curvas nulas 61 y 6, en L" se dicen congruentes si existe una inmersion
abierta, isométrica P tal que o = D(07).
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Para caracterizar curvas nulas congruentes en L” en términos de sus curvaturas usando
marcos nulos de Frénet, tenemos

Teorema 79 Sean o)y 0, : (a,b) — L" dos curvas nulas de Frénet, T\ y T» sus respectivos
vectores tangentes, y k!(t) y k?(t) las curvaturas correspondientes para cada t € (a,b).
Entonces

i) ©1y Oy son curvas congruentes en un entorno de t, si 'y solo si

parai=0,1,...,ny para |t —t,| suficientemente pequerio.
ii) O]y Oy son curvas congruentes en un entorno de t, € (a,b) si y solo si
8((ViT1 i), (Vjﬁ Ti),) = g((ViTZTZ)fov (V]fz B),)s
paratodoi,j € N.

Corolario 80 Sean o) una curva nula en L1y 0, una curva nula en L?, g < p. Ellas son
congruentes en un entorno de t, si y solo si k} (t) = k?(t) parai=1,..., %{q2 —3q+6}y
|t —1,| suficientemente pequeiio.



Capitulo 4

Variedades semi-riemannianas

En este capitulo y en los que le siguen, se denotard indistintamente los puntos con letras
mayusculas y mintsculas.

4.1. Variedades semi-riemannianas

Ciertas nociones bésicas, elementales en la geometria diferencial, se supondrdn conoci-
das.

A continuacién se muestran resultados sobre variedades semi-riemannianas que, en el
caso particular de los espacios de Lorentz, son de gran utilidad en el andlisis posterior en
este trabajo.

Definicion 81 Sea M una variedad diferencial. Un tensor métrico g en M es un campo
tensorial (0,2) no degenerado, simétrico y de indice constante.

Es decir, g asigna a cada p € M un producto escalar g, sobre el espacio tangente 7, (M),
y el indice de g, es igual para todo p.
No degenerado significa que para cada vector v # 0y v € T, (M), existe w € T, (M) tal

que g, (v,w) #0.

Definicion 82 Una variedad semi-riemanniana es un par (M, g), donde M es una variedad
diferencial y g un tensor métrico.

En adelante, salvo en los casos en que se pueda generar confusion, nos referiremos a la
variedad semi-riemanniana (M, g) y a M indistintamente.

Definicion 83 Sean M una variedad semi-riemanniana'y p € M. El indice v de g, es lla-
mado el indice de M: 0 < v <n=dimM.

En otras palabras, una métrica semi-riemanniana en una variedad diferencial M es un
campo tensorial simétrico del tipo (0, 2) sobre M que asigna a cada punto p € M un producto
interno no degenerado g, de 7, (M) x T,, (M) en R de signatura (—,...,—,+,...,+).

—— —

v n—v
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Observacion 84 En particular, si v =0, M es una variedad riemanniana; siv=1yn>?2,
M es una variedad de Lorentz.

En una terminologia més clasica, algunos autores llaman variedades pseudo-riemannia-
nas a las variedades semi-riemannianas definidas anteriormente.

En adelante, se usardn indistintamente (), y (,) como notacién alternativa de g,
escribiendo g, (v,w) = (v,w) € R para vectores tangentes. Cuando V y W son campos vec-
toriales, g, (V,W) es una funcién que pertenece a .# (M), donde . (M) es el conjunto de
funciones diferenciables de M en R; en este caso escribimos g, (V,W) = (V,W) € & (M).

En lo que sigue, cada vez que se haga referencia al entorno %/ se lo considerard, salvo
mencién especifica, munido del sistema de coordenadas xp, ..., x,.

Si x1,...,X, es un sistema de coordenadas de %7 C M, las componentes del tensor mé-
trico g en % respecto de dichas coordenadas son

gij = (0, 9;) (1<i,j<n), (4.1)

donde 0; = %.
Para vectores tangentes v =Y v;d; y w = Y7_, w;0;,

g, (v,w) = (v,w) = Z 8ijvViwj. 4.2)
ij=1

Andlogamente, para campos vectoriales V =Y" | Vid;y W = Z’}: \W;d;,

n
g (VW) =(V,W) =Y g;ViW;. 4.3)
i,j=1

Como g es no degenerado, para todo p € %, la matriz (g;; (p)) es inversible y su matriz
inversa se nota (" (p)).

Como g es simétrico, para todo 1 < i, j < n vale que g;; = gj; y que g/ = g/".

El tensor métrico g se puede escribir sobre %/ de la siguiente manera:

g — Z g,-jdxi®dxj.
i=1

Ejemplo 85 Recordar que para cada p € R" existe un isomorfismo lineal canonico de
R™ en T, (R") que, en términos de las coordenadas naturales de R", queda definido por
Vi v, = Y5 vid; y que a partir del producto - en R" se obtiene un producto interno sobre
R" definido por

n

(vp,wp) =vw= Zviw,-. (4.4)
i=1

Observacion 86 La variedad riemanniana (R",-) es el espacio euclideano n-dimensional,
también llamado n-espacio euclideano.
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Sea v un nimero entero tal que 0 < v < n. Si en la expresién (4.4) se cambian los
primeros Vv signos -+ por signos —, se obtiene un producto interno de indice v definido por

\% n
(vp,wp) = Z viw; + Z Viw;. 4.5)
i=1 i=v+1

El espacio resultante es el espacio semi-euclideano RY,.

Si v =0, Rj es igual al n-espacio euclideano R"; si n > 2, R} es también llamado
n-espacio de Lorentz—Minkowski y L" es una notacién alternativa de este espacio.

En adelante, salvo explicita mencién en contrario, notaremos:

L o1 sin<isy,
U4 siv4+1<i<n,

y uy,...,u, al sistema de coordenadas naturales de R}; es decir, si p = (p1,...,p,) € R},
entonces u,(p) = p;paratodoi:1,...,n.
Considerando dicha notacién y un sistema de coordenadas uy,...,u,, se puede escribir

al tensor métrico de R}, como

n
g=) &du@du;. (4.6)
i=1
En el sentido de la Definicién 82, (R}, g) es una variedad semi-riemanniana.
La siguiente tricotomia, conocida como causalidad, permite conocer la interpretacion
geométrica del indice de una variedad semi-riemanniana M.

Definicion 87 Un vector v tangente a M es

espacial si (v,v) >0 o v=0,
nulo  si (vyv)=0 y v#0, 4.7)
temporal si (v,v) <O0.

Observacion 88 Se llama cono nulo o de luz en p € M al conjunto de vectores nulos en
T,(M).

Si M es una variedad semi-riemanniana y p € M, el producto interno g, tiene asociada
una forma cuadrdtica bilineal y simétrica q, definida por q(v) = g, (v,v), para todo v €
T, (M). En términos de un sistema de coordenadas xi,...,X,,

q(v)=g,(mv) Z 8ijViVj. 4.8)

i,j=1

Dos vectores v,w € T, (M) se dicen ortogonales si g, (v,w) = 0 y ambos no nulos; v
se dice unitario si q(v) es igual a 1 o a —1. Asi, dada una base ortonormal de 7, (M), el
determinante de la matriz (g;; (p)) esigualal oa —1.
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4.1.1. Subvariedades semi-riemannianas

Si tuviéramos que describir rdpidamente una subvariedad diferencial P de una variedad
diferencial M, dirfamos que P es un subconjunto de M que “hereda” de éste una estructura
de variedad diferenciable.

En [41], p4gina 16, se encuentra la siguiente definicion de subvariedad.

Definicion 89 Una variedad diferencial P es una subvariedad diferencial de una variedad
diferencial M si: P es un subespacio topologico de M, la inclusion j : P — M es diferencia-
ble y en cada punto p € P el diferencial dj es uno a uno.

Cabe remarcar que si P es una subvariedad de M y ¢ : M — N es una aplicacion diferen-
ciable, la restriccion @ /P, que es igual a ¢ o j, también lo es. En particular, si f € .7 (M),
entonces f/P € % (P).

Sean P una subvariedad de una variedad riemanniana M y p € P; ya que cada espa-
cio tangente 7, (P) es un subespacio 7}, (M), se obtiene el tensor métrico riemanniano de
P, al que notaremos g, simplemente aplicando el tensor métrico g de M a cada par de
vectores tangentes a P. Formalmente, g” es el llamado pullback j* (g), donde j: P — M
es la aplicacion inclusion. Es decir, en cada p € P, j*(g) es una funcién R-multilineal de
T,(P)xT,(P)enR.

Recordemos que dadas M y N variedades diferenciales, ¢ : M — N una aplicacion dife-
renciable y h un campo tensorial (0,s) sobre N, con s > 1, entonces ¢* (h) queda definido
por

0" (h)(vi,...,vs) =h(d,vi,...,do,vy)

para todo v; € T, (M), p € M. ¢* (h) es llamado pullback de h por ¢.

Definicion 90 Sea P una subvariedad diferencial de una variedad semi-Riemanniana
(M, g). Si el pullback j* (g) es un tensor métrico en P, se dice entonces que P es una sub-
variedad semi-riemanniana de M.

4.1.2. Producto de variedades semi-riemannianas

Lema 91 Sean (M, gM) y (N,gN) dos variedades semi-riemannianas. Si Ty o son las
proyecciones de M x N en M y N respectivamente, entonces

g=n"(g")+0"(g") (4.9)

es un tensor métrico en M X N y (M x N,g) es una variedad semi-riemanniana conocida
como variedad semi-riemanniana producto.

De la notacién del pullback se tiene que si (p,q) € M x N'y v,w € T, (M x N), enton-
ces

g(v,w)=g" (dn(v),dn(w))+¢&" (do (v),do (w)). (4.10)

Asi, g es simétrico.
Veamos que g es no degenerado: supongamos que Yw € Ty, ;) (M x N), g(v,w) = 0;
as, para todo w € T, .y (M) se tiene que g¥ (dm (v) ,dm(w)) = 0 pues do (w) = 0. Ya que
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dr (T, 4 (M)) 2 T,M, entonces dr (v) debe ser igual a cero. Con un razonamiento andlogo
se obtiene que do (v) = 0. Por lo tanto, v = 0.

Considerando la unién ordenada de las bases ortonormales de 7, (M) y T, (N) se obtiene
una base ortonormal de 7(, , (M x N). El indice de g es un valor constante igual a la suma
indM +indN.

Este resultado se extiende al producto finito de variedades semi-riemannianas.

Observacion 92 Uno de los ejemplos de mayor interés para el posterior desa- rrollo de
este trabajo, consiste en expresar al espacio semi-euclideano R'| como producto de varie-
dades:

RI =Rl xRx---xR=R} xR, (4.11)

n—1 veces

donde por definicion R} es la recta real con tensor métrico igual a menos el producto usual
de R,

4.1.3. Isometrias

Una isometria es un tipo especial de aplicaciéon que vincula los tensores métricos de
variedades semi-riemannianas.

Definicion 93 Sean (M ,gM ) y (N gV ) dos variedades semi-riemannianas en el sentido de
la Definicion 82. Una isometria de M en N es un difeomorfismo ¢ : M — N que preserva
los tensores métricos en el siguiente sentido: ¢* (gN ) =gV

Explicitamente, para todos v,w € T, (M) y p e M

90" (g") (vw) =g" (d9 (v),do (W) = (d@) (v),d9y (W) 5,y = (W),
:gM(V,W)

Dado que ¢ es un difeomorfismo, cada diferencial d¢, es un isomorfismo lineal de
Tp (M) en T¢(p) (N)

Si existe una isometria entre M y N, estas variedades se dicen isométricas.

Un espacio producto escalar V, es decir, un espacio vectorial real munido de un producto
escalar, es una variedad diferencial y el producto escalar define un tensor métrico en V, por
lo que V es una variedad semi-riemanniana.

Lema 94 Si v :V — W es una isometria lineal entre los espacios producto escalar V 'y
W, entonces, considerando a V y W variedades semi-riemannianas como en el pdrrafo
anterior, Y es una isometria.

Este lema y su correspondiente demostracion se encuentran en [41], pagina 59.

Es importante remarcar que si V es un espacio producto escalar tal que su dimensién
es n y su indice es v, entonces V es isométrico a R} como variedad semi-riemanniana.
Ademds, si M es cualquier variedad semi-riemanniana, su tensor métrico convierte a cada
espacio tangente en un espacio semi-euclideano de la misma dimensién y del mismo indice
que M.
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4.1.4. La conexion de Levi-Civita

Definicion 95 Sea uy, ... ,u, el sistema de coordenadas naturales en R’},. SiV 'y W son dos
campos vectoriales sobre R}, tales que W =Y | W; d;, con d; = a%[_, entonces el campo
vectorial
n
DyW =Y V(W) (4.12)
i=1

es la llamada derivada covariante natural de W con respectoaV.

Cabe remarcar que en esta definicion se utilizan coordenadas naturales de RY. Una ge-
neralizacion de la Definicién 95 a variedades semi-riemannianas se logra definiendo axio-
madticamente la derivada covariante.

En adelante, notaremos E (M) al conjunto de campos vectoriales diferenciables en M.

Definicion 96 Una conexion V sobre una variedad diferenciable M es una aplicacion V
E(M)xE(M) — E(M) tal que para todo par V.W € E (M) vale que

1) VyW es F (M)-lineal en'V, (4.13)
2) VyW es R-lineal en W, 4.14)

yparatoda f € F (M),
NVy(fW)=(VHW+ f VyW. 4.15)

VyW es llamada la derivada covariante de W con respecto a V para la conexién V y
generaliza la Definicién 95 de la derivada covariante dada respecto de la conexion canénica.

Proposicion 97 Sea M una variedad semi-riemanniana. Si V € (M), sea V* la 1-forma
sobre M tal que V* (X) = (V,X) para todo X € E(M). Entonces la funcion V.— V* es un
isomorfismo de E(M) en E* (M).

Esta proposicién y su correspondiente demostracion se encuentran en [4 1], pagina 60.

Definicién 98 Sean M una variedad semi-riemanniana 'y V,W,X € & (M). El corchete de
V y W, notado [V,W], es un campo vectorial que asigna a cada p € M un vector tangente
[V.W],, tal que, para toda f € 7 (M),

VW1, () =V (WS) =W, (VS).

El siguiente resultado fue llamado por O’Neill un milagro de la geometria semi-rieman-
niana: la validez en los espacios semi-riemannianos del Teorema de Levi-Civita. Se encuen-
tra enunciado y demostrado en [4 1], pdgina 61.

Teorema 99 Sobre una variedad semi-riemanniana M existe una tinica conexion V tal que

4) V,W]=VyW —VyV; (4.16)
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5)X (VW) = (VxV,W) + (V,VxW) 4.17)

para todos V.W,X € E(M). V es llamada la conexion de Levi-Civita de M y es caracteri-
zada por la formula de Koszul:

2(VyW,X) =V (W,X)+W (X,V) =X (V,W)
- <Va [W7X]> + <W7 [X’VD + <X7 [VvW]> :

Una conexion se dice simétrica si satisface (4.16) y se dice compatible con la métrica si
satisface (4.17).

Definicion 100 Sea x1,...,x, un sistema de coordenadas en un entorno % en una varie-
dad semi-riemanniana M. Los simbolos de Christoffel de M respecto de este sistema de
coordenadas son las funciones a valores reales Ff?j definidas en % tal que

Vo)=Y Tha  (1<ij<n) (4.18)
k=1

donde oy, = aixk.

Dado que [9;,d;] = 0, se sigue de (4.16) que V,, (d;) = V;;(d;) y por lo tanto, Ff/ = Fﬁi
Vk.

Proposicion 101 Sea xy,...,x, un sistema de coordenadas en % . Para todo campo vecto-

rial W=Y" W, d,

v, (Z W; aj> =Y { 8x{( +Y) r{fjwj} Ok (4.19)
j=1 k=1 t Jj

=1

donde los simbolos de Christoffel estdn dados por

k 1 - km agjm 8gim . agij
Lij = 2 Z & dx; + dxj  Oxp )’ (4.20)

m=1

siguiendo la notacion de (4.18).
Esta proposicién y su correspondiente demostracion se encuentran en [41], pagina 62.

Lema 102 La conexion D de la Definicion 95 es la conexion de Levi-Civita V del espacio
semi-euclideano R}, para todo v =0,...,n. Respecto a las coordenadas u,...,u, de R},
paratodo 1 <i j k<n
gij = 6ij€; 4.21)
;=0 (4.22)

—1 sil<j<v,

donde €; =
! {+1 siv+1<j<n.

Este lema y su correspondiente demostracion se encuentran en [4 1], paginas 62y 63.
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4.1.5. Curvaturas

Lema 103 Sea M una variedad semi-riemanniana con conexion de Levi-Civita V. La fun-
cion R:Z(M)* — Z(M) dada por

RywX =V wX —[Vv,Vw]X

(4.23)
= VVWX — VW\/X + VWvi — VVVWX7

donde V,W. X € E(M), es un campo tensorial en M del tipo (1,3). Este campo tensorial es

llamado tensor curvatura riemanniana de M.

La demostracién de este lema se encuentra en [4 1], pdgina 74.

El tensor R puede ser considerado como una funcién R-multilineal definida sobre vec-
tores tangentes. Asi, si v,w € T, (M), el operador lineal R,,, : T, (M) — T, (M), que a cada
x € T, (M) le hace corresponder R,,,x € T, (M), es llamado operador curvatura.

Lema 104 Sobre el entorno %, con el sistema de coordenadas x,. .. ,x,,
R3k31 ZR Jkl
" \ 4.24)
Z — 0k (Flj) + Z (Flm ka m) 0
i=1 m=1
_ 0
donde 0; = Fre
Demostracion.

Dado que % es un entorno de coordenadas, [d;, d¢] = 0 para todo 1 <[,k < n. El tensor
curvatura sobre campos vectoriales coordenados queda

Ry.5,(9j) = V3, (V9,9;) = Vo, (Va,9)) -

Por (4.20),

—_

n
Vo, (Vak ZV91 Fk/ Z { a + Z F;Urm } )

{8k( DD r;'jrz;am}.
m=1

Reordenando los indices, se obtiene el resultado buscado. B

M:

Vak Va/ Z Vak

Il
_

i

Un subespacio 2-dimensional IT de T, (M) se dice que es un plano tangente a M en p.
Para cada par de vectores tangentes v, w definimos

0 (v,w) = (v,v) (w,w) — (v, w)z.
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Recordemos que un plano tangente I es no degenerado si, y solo si, para alguna base
v,w de IT se tiene Q (v,w) # 0.

Lema 105 Sea M una variedad semi-riemanniana con tensor curvatura R y sea Il un plano
tangente no degenerado de M en p, p € M. El niimero

(Ryv, w)
Q(v,w)

es independiente de la eleccion de la base v,w de 11, y es llamado la curvatura seccional
K (IT) de TL

K(v,w) = (4.25)

La demostracién de este importante lema se puede encontrar en [4 1], pagina 78.

La curvatura seccional K de M es una funcién a valores reales definida sobre el conjunto
de planos tangentes no degenerados de M.

Se dice que una variedad semi-riemanniana M tiene curvatura constante cuando la fun-
cidén curvatura seccional es constante.

4.1.6. Productos deformados

Como ya qued6 expresado en el Lema 91, el tensor métrico de una variedad producto
B X F es igual a m* (g%) + 0* (g"), donde 7 y o son las proyecciones de B x F en By F
respectivamente. A continuacidn se muestra la generalizacién de variedad producto, llamada
producto deformado o “warped product”.

Definicion 106 Sean (F, gl ) y (B,gB ) dos variedades semi-riemannianas. Sea f > 0 una
aplicacion diferenciable en B. El producto deformado M = B X ¢ F es la variedad producto

(Bx F,g), cong=m*(g8) + (fom)*o* (g").
Explicitamente, si v es tangente a B x F en (p,q), entonces
g(vy) =g’ (dn(v),dn(v))+ > (p)g" (do(v),do (v)).

Observacion 107 Si f es la aplicacion identidad, entonces B X s F es una variedad pro-
ducto en el sentido del Lema 91.

La variedades By F' son llamadas, respectivamente, base y fibra de B x ¢ F'. A la aplica-
cién f se la llama funcién deformante o “warping function”.
La métrica deformada queda caracterizada por:

1) Paracada g € F, la aplicacién 7/ (B x g) es una isometria en B.

2) Para cada p € B, la aplicacién o/ (p x F) es una homotecia positiva en F' con factor

1
de escala Ok

3) Paracada (p,q) € B x F, el levantado 6! (9) =B x g ylafibran~! (p) = p x F son
ortogonales en (p,q).

Los vectores que son tangentes a los levantados son llamados horizontales y los vectores
que son tangentes a las fibras son llamados verticales.
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4.2. Subvariedades en espacios lorentzianos

Seguimos los lineamientos de O’Neill, més especificamente, seguimos los contenidos
del capitulo 4 de [41]. Como se indica en cada caso, las siguientes definiciones y resultados
se extienden a subvariedades semi-riemannianas.

4.2.1. Tangentes y normales

Definicién 108 Sean M y M variedades semi-riemannianas y sea M una subvariedad de
M. Un campo vectorial X : M — TM, es decir, un campo vectorial sobre la aplicacion
inclusion j: M — M, se dice un M campo vectorial de M.

Notaremos Z (M) al conjunto de tales campos.
Cabe remarcar que estamos considerando tres tipos de campos vectoriales:

EM)={X:M—TM;X(p)€T,(M)}, (4.26)
EM)={X:M—>TM;X(p) €T, (M)}, (4.27)
EM)={X:M—-TM;X(p)eT,(M)}. (4.28)

En adelante, al decir “subvariedades lorentzianas"nos referiremos a subvariedades cuyo
tensor métrico es inducido por el de una variedad lorentziana.

Si M" es una subvariedad lorentziana (o semi-riemanniana) de M, cada espacio tan-
gente T, (M) es un subespacio producto escalar no degenerado de 7, (M) Entonces este
dltimo espacio tangente se descompone en la suma directa

T,

» (M) =T, (M)+T,(M)" (4.29)

donde T, (M )l es no degenerado y su dimensién es la codimensién de M en M, es decir,
k=m—n.
El indice de T, (M )L es llamado el co-indice de M en M y vale que

indM = ind M + coind M. (4.30)

Mientras que los vectores en 7, (M) son tangentes a M, los vectores en 7, (M)* son
normales a M. Por (4.29), todo vector x € T, (M) ,con p € M, se descompone univocamente
en

X = tanx-+norx (4.31)

donde tanx € T, (M) y norx € T, (M)*.
Las proyecciones ortogonales

tan:T,(M) = T,(M) y nor:T,(M)—T, (M)* (4.32)
son R-lineales.

Definicion 109 Un campo vectorial Z € Z (M) es normal a M si para cada p € M, el vector
Z(p) = Z, es un vector normal a M.
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Notaremos Z (M) al conjunto de tales campos vectoriales.
En forma analoga a (4.31), un campo vectorial X € Z (M) se descompone en

X =tanX +norX (4.33)

donde tanX € E(M) y norX € E (M)L. Las proyecciones ortogonales

(x1

tan: = (M) —ZE(M) y nor:Z(M)—Z(M)* (4.34)

son .# (M)-lineales.
De las identidades anteriores se concluye que

(x|

(M) =E(M)+E(M)". (4.35)

4.2.2. La conexion inducida

Si M es una subvariedad lorentziana (semi-riemanniana) de M, la conexién de Levi-
Civita V de M induce de manera natural una funcién de Z (M) x Z (M) en E (M), llamada
conexion inducida de M C M.

La conexién inducida nos va a permitir expresar el campo vectorial VyX cuando V €
E(M)y X € E(M), que en principio no estarfa definido pues V ¢ £ (M) y X ¢ & (M).

En adelante, salvo explicita mencién en contrario, V y W representaran campos vecto-
riales Eertenecientes a Z(M), X e Y campos vectoriales en = (M) y Z campo vectorial en
E(M).

Definicion 110 Para cada par de campos vectoriales V y X, y para cada p € M, sean V
y X las extensiones locales diferenciales de V 'y X en un entorno coordenado % de p en
M. La conexion inducida de M C M es una aplicacion V : £ (M) x & (M) — Z (M) tal que
VvX es igual a VX restringido a % N M.

Dado que la conexién inducida V es cerrada respecto a la conexién de Levi-Civita V de
M, usamos la misma notacién para ambas.

Lema 111 VX estd bien definido.

Este lema y su correspondiente demostracion se encuentran en [4 1], pagina 99.
En particular, la conexién inducida tiene las mismas propiedades de la conexién de
Levi-Civita.

Corolario 112 Sea V la conexion inducida de M C M. Entonces para toda f € F (M)
(1) VyX es F (M)-lineal en'V.
(2) VyX es R-lineal en X.
(3) Vv (fX) =VfX+f VyX.

(4) [V,W]=VyW —VyV.
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(5) VIX,Y) = <VVX, Y> n <X,VVY>.

Demostracion.
Para cada punto p € M extendemos todos los campos vectoriales y funciones sobre un
entorno de p en M. Asi,

(VVY)/M:VVX, VIM=Vf y (V,W)/M=({V,W).

Las propiedades (1), (2) y (3) se siguen de la Definicién 96; y las propiedades (4) y (5),
del Teorema 99. &

En lo que sigue, vamos a considerar en particular el caso VyW cuando V,W € E (M).
Lema 113 Sean M C M, V,W € E(M) y V la conexién de Levi-Civita de M. Entonces
VyW =tanVyW. (4.36)
Este lema y su correspondiente demostracion se encuentran en [41], pagina 99.
Definicién 114 La aplicacion 11 : E(M) x E (M) — & (M) definida por
11 (V,W) = nor Vy W 4.37)
es llamado tensor segunda forma fundamental 11.

Lema 115 La aplicacion I1: Z (M) x & (M) — & (M) definida anteriormente, es simétrica
y F (M)-bilineal.

Este lema y su correspondiente demostracién se encuentran en [41], pagina 100.
Por (4.36) y (4.37), podemos concluir que

VyW =VyW +11(V,W). (4.38)

4.2.3. Hipersuperficies lorentzianas

En adelante, hipersuperficies lorentzianas refiere a hipersuperficies en espacios loren-
tzianos.

Una hipersuperficie lorentziana (semi-riemanniana) M de M es una subvariedad loren-
tziana (semi-riemanniana) de codimensién 1. El co-indice de M es el indice comiin de todos
los espacios unidimensionales normales a los espacios tangentes 7}, (M) y toma valores 0 o
1. Es mads eficiente separar estos dos casos por un signo como sigue:

Definicion 116 Sea M una de hipersuperficie semi-riemanniana de M. El signo € de M es:

(4.39)

+1, sicoind(M) =0, i.e., si (z,z) > 0 para todo vector normal 7z # 0;
—1, sicoind(M) =1, i.e., si (z,z) <O para todo vector normal z # 0.
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En el caso de hipersuperficies semi-riemannianas, O’Neill define en [41] un operador,
al que llama shape operator u operador de forma, vinculado con el tensor segunda forma
fundamental.

Definicion 117 Sea U el campo vectorial normal unitario de una hipersuperficie lorentzia-
na (semi-riemanniana) M de M. El (1,1) campo tensorial S en M tal que

(S(V),w)={I1(V,W),U) (4.40)
es llamado el operador de forma de M C M respecto de U.
S determina un operador lineal S : T, (M) — T,, (M) para cada p € M.

Lema 118 Si S es el operador de forma de M C M respecto de U, entonces para todo
v=V(p)eT,(M),conV € E(M), vale

Sv)=-V,U 4.41)
y en cada punto, el operador lineal S en T, (M) es autoadjunto.

Demostracion. B B
Dado que (U,U) es constante, 0 =V (U, U) =2 <VVU, U>, y entonces <VVU, U> =0.

Por lo tanto, V,U es tangente a M para todo V € Z (M).
Por otro lado, como (U, W) es constante para todo W € E (M),
0=V (U,W)= <VVU,W> n <U,VVW>
y por lo tanto,
<VVU,W> —_ <VVW,U>.
Luego,
(S(V),W) = (II(V,W)U) = <VVW,U> — <?VU,W> .

Asi, vale que B
S(V)=-VyU 4.42)

donde V € Z(M). En particular, S (v) = —V,U, donde v="V (p). B

Definicion 119 Sea I1 el tensor segunda forma fundamental de M C M. Si V,W,X € E(M),
se define la funcion VyIl de (M) x E (M) en E(M)™ por

(VyII) (W,X) = norVy (II (W, X)) — I (VyW,X) — I (W,VyX). (4.43)

Asi definida, VyII es simétrica y .% (M)-bilineal.
En [41], p4gina 115, se encuentra el siguiente resultado: sea M de curvatura constante y
M es una hipersuperficie de M con operador de forma S, entonces

(VySYW,X) = ((VyII) (W,X),U). (4.44)
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En los capitulos 1 y 2 de [17], Bang-yen Chen presenta otro enfoque para subvariedades
riemannianas.

Sea (M,g") una variedad n-dimensional inmersa en una variedad m-dimensional
(M,gﬁ>, n<m.Sean (Z;x1,...,%:) y (¥s¥1,...,ym) entornos coordenados en M y M
respectivamente; entonces M se puede representar localmente por

Yj = ;i)
También, se puede expresar a un campo vectorial X = Y7 | X;d; en M

X=Y Y BiXo,

n
i=1j=1

donde d; = aiyj y Bij =9 (y)).
De ahi que
(vyy) v =VxY =VyY+II(X,Y).

Para &,,1,...,&, base ortonormal del espacio normal Tpl (M), con p € M, las matrices
Ag = [A;] indican las matrices

—€1(Vy,&.01) —&(Vyénd) ... —&(VaE,

[A]: —& ﬁazék,a] —& ﬁazék,az e =& Vazék,a,,

—€1<V.;9,;<§k731> —€2<V.¢‘9,;§k782> —8n<V.;9,,'§k,an>
donde & = (d;,9;).

Observacion 120 Si M es una hipersuperficie n-dimensional de M, utilizando (4.41) se
obtiene

€(S(d1),01) ... &(S(d1),dh)

5] = — : - -

£ (S(D).3) .. £(S(3).d)

Sea M una subvariedad n-dimensional inmersa en una variedad m-dimensional M, con
m=n+k. Sea Ej,...,E, un sistema de referencia de campos vectoriales tal que en cada
pEM,{E (p),....En(p)} Y {Ens1(P),.-.,En(p)} forman base de T, (M) y T, (M)™ res-
pectivamente. Entonces {E; (p),...,Ex(p)} es una base de 7, (M). Podemos considerar,
sin pérdida de generalidad, que {E/ (p),...,Ex (p)} es una base ortonormal.

Definicion 121 Para cada k :n+1,...,m, Ay representa la componente normal de VyW y
queda definida por

(A (V) , W)y = I (V,W),Ey). (4.45)
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Sim=n+1, A, no es otra cosa que el operador de forma S.
Vale que (A (V),W) = (I (V,W) ,Ey) = <VVW,Ek> — <VVEk,W>. Por lo tanto

A (V) = —VyE;. (4.46)

Este enfoque nos permitié encontrar una relacién entre las coordenadas de (VE,.E j)
p

y (—WE,.E,{) , para lo cual tenemos en cuenta que a todo campo X € & (M) se lo puede
expresar P

Z (X,Ey) Ex, (4.47)

donde g, = <Ek,Ek> .
En particular, /1 (E;,E;) = Y, (Ex, Ex) {1 (E;, E;) , Ex ) Ey.. Entonces

m
H(ELEj) =Y &(lI(E,E)) E)Ek. (4.48)
k=n+1

Observar que parai,j: 1,....nyk:n+1,....m
(I (E:, Ej)  Ex) = (A (Ei)  E}) = <fVEiEk,Ej>. (4.49)
De (4.46)—(4.49) se deduce el siguiente teorema.

Teorema 122 Bajo las condiciones anteriores, la coordenada k-ésima de (WE,E j> en

T, (M) es igual a — (&g;) por la coordenada j-ésima de (VEl.Ek) enT,(M).
p
Este resultado se usard en el estudio del laplaciano del campo vectorial curvatura media.

4.2.4. Campo vectorial curvatura media

El campo vectorial curvatura media es expresado de diferente modo por Bang-yen Chen
en [17] y por O’Neill en [41]. A continuacién se muestra su equivalencia.

En [41], O’Neill define el campo vectorial curvatura media a través del tensor segunda
forma fundamental.

Definicion 123 Sea E|,...,E, un sistema de referencia de campos vectoriales de M en p.
El campo vectorial curvatura media H de M" C M ™queda determinado por

1 n
= - Z &gll (Ei,E,') . (450)
i3
Observar que en cada p € M queda explicitamente

i p) I (Ei(p),Ei(p)). 4.51)

i=1

3\'—‘
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Reemplazando en (4.47) a Il (E;, E;) por la expresion dada en (4.48), nos queda que

1 n m
==Y & Y &(I(E,E),E)E;.

i=1

k=n+1

(4.52)

Abhora, si reemplazamos en (4.52) a (I (E;, E;) , Ex) por <—VE,.E,<,EI~>, obtenemos que

1 m
H=- Z Ex
Ly S

Siparacadak:n+1,...,
podemos escribir matricialmente

YElEk
VeE |
Vi, Ex
€1 (Vg E, E
| & Vi, Er, E
£ <§E,,Ek7El>
Explicitamente,
& (Vg Er, E
&1 Ve, Ex, Ei
[Ax] = —

€ <6E,1Ek7E1>

Por lo tanto,

H=-

m consideramos los campos vectoriales —Vg Ex, ...,

& (Vg E, E
& (Vi,Ex, E

& <VE,,E1<, Ez>
& (Vg Er, Ex
& (Vg,E, E

& <vE,1Eka E2>

=1

m
Z & tr [Ak] E;

<_Z£z< Vi E E >>Ek (4.53)

—V, Ex
Sn VE|E'k7E‘rl El
En VEzEkaEn E2
& (Ve EEn) | N
&n vElEkvEn
& vEZE‘kaE‘Vl
4.54)
&n <6E,1EkaEn>
(4.55)

Dado que esta ultima es la expresioén del campo vectorial curvatura media dada por

Bang-yen Chen en [

], pagina 43, al mostrar la igualdad entre (4.50) y (4.55), se ha mos-

trado que en este tema ambas definiciones son equivalentes.

Sea M" una subvariedad inmersa en M ™. Es inmediato que si {E; (p), ...
una base ortogonal de 7, (M) y {En+1(p), ...,

aEn (p)} €s

E,, (p)} es una base ortonormal de T, (M )t



48 CAPITULO 4. VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

entonces
gll<vE1EkaEl> 0 0
0 g2 <VE2Ek,E2> 0
[Ak] = —
0 0 ce gnn <VEnEk,E,,>
y

1 o
H=- Z Ektr[Ak]Ek,
h k=n+1

donde g;; = (E: (p) ,Ei (p)) paratodoi: 1,...,n, (g;) ' = (¢) y & = (Ex (p) , Ex (p)) para
todok:n+1,...,m.

4.3. Variedades lorentzianas

4.3.1. Espacio-tiempo

Recordemos que una variedad lorentziana es una variedad semi-riemanniana con signa-
tura (—,+,...,+).

En [41], O’Neill considera que la existencia de conos temporales lleva a plantear un
interrogante fundamental acerca de las variedades lorentzianas: en cada uno de sus espacios
tangentes lorentzianos existen dos conos temporales, sin que se pueda distinguir intrinse-
camente uno de otro. La eleccién de uno de ellos dos determina la orientaciéon temporal de
cada espacio tangente.

Si M denota una variedad lorentziana y 7, un cono temporal en 7,,M , entonces la funcion
T: M — UpeuT,M tal que 7(p) = T, es una funcién suave si para cada p € M existe un
campo vectorial (suave) V sobre un entorno % de p tal que V (¢) € 7, paratodo g € % . La
funcién 7 es llamada una tiempo-orientacion u orientacidon temporal de M.

Si M admite una orientacion temporal, se dice que M es tiempo-orientable o tempo-
ralmente orientable. Asi, elegir una orientacién temporal especifica de M significa orientar
temporalmente a M.

La orientacién temporal de M elegida es llamada el futuro, mientras que su opuesta es
Ilamada el pasado.

Definicion 124 Una variedad lorentziana M con una orientacion temporal se dice un espa-
cio-tiempo.

En particular, los espacios L" son espacios-tiempo. Toda hipersuperficie en L" serd dada
por sus funciones coordenadas x; con n — 1 pardmetros. Las funciones x; son funciones
reales a variables reales.

Dado un vector temporal x € L", el cono temporal de L" que contiene a x es el conjunto
de vectores temporales y € L" tales que (x,y) < 0.
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4.3.2. Caminos y curvas

En [41], [5] y [45] se encuentran las siguientes definiciones y resultados.

Definicion 125 Un camino o trayectoria (“path”, en el original) es un mapeo continuo
a: 1 — M, donde I es un subconjunto conexo de R que contiene mds de un punto y M es
un espacio-tiempo con orientacion temporal.

El camino « se dice suave si el mapeo « es suave con derivada distinta de cero.

Definicion 126 Un camino suave es llamado puro temporal, puro espacial o puro nulo si,
en todo punto, sus vectores tangentes son temporales, espaciales o nulos, respectivamente;
un camino se dice no espacial si todos sus vectores tangentes son no espaciales.

Definicion 127 Una curva o es una clase de equivalencia del camino o bajo cambio de
pardmetro (es decir, homeomorfismo o difeomorfismo entre los diferentes dominios del ca-
mino).

Indistintamente, también se utiliza el término curva para indicar la imagen de .

Definicion 128 Una curva continua y no espacial o : I — M se dice dirigida hacia futuro
si todo par de vectores tangentes x,y satisface que (x,y) < 0.

Notar que, a partir de la definicién anterior, es posible asignar una orientacién a las
curvas nulas.

Definicion 129 Dado un camino o, o su curva asociada, con dominio I, si a = infl y
b =supl, donde a < —oo y b < +oo, entonces se dice que x € M es un punto final de o si
para toda sucesion {t;} C I se satisface que: t; —a= a(t;) > x, 0t; > b= a(t;) — x.

Si o es temporal y dirigida hacia futuro, entonces, en el primer caso, se dice que x es
punto final pasado; en el segundo caso, x es punto final futuro.

Observacion 130 Al igual que Penrose en [45], en este trabajo se requerird que toda cur-
va contenga sus puntos finales. Asi, no se encontrardn curvas con un infinito niimero de
pliegues acumuldndose en uno de sus puntos (en el caso de geodésicas temporales hacia
futuro a trozos, a este tipo de curvas Penrose las llama “bad trip”).

En [7], se encuentra el siguiente resultado sobre curvas planas.

Proposicién 131 Una curva cerrada, simple y convexa en L? tiene al menos cuatro puntos
nulos.

Esto significa que en toda curva cerrada, simple y convexa del plano de Lorentz, existen
al menos cuatro puntos en los cuales la curva tiene rectas tangentes nulas.
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4.3.3. Condicion cronoldgica y topologia

Dado un espacio-tiempo M, se definen relaciones cronoldgicas y causales entre los pun-
tos de M.

Definicion 132 Dados dos puntos p,q € M, se dice que q es el futuro cronoldgico de p (o
p es el pasado cronoldgico de q) si existe una curva y: [0, 1] — M temporal hacia futuro tal

que y(0)=pyy(l)=q.
La situacién descripta en la definicién anterior serd notada p < q.

Definicion 133 Dados dos puntos p,q € M, se dice que q es el futuro causal de p (o p es
el pasado causal de q) si existe una curva y: [0,1] — M temporal o nula tal que y(0) = p

yr(1)=gq.

Esta situacién serd notada p < g.
Con una notacién clésica se indican los futuros y los pasados cronoldgicos y causales
de un punto p en M:

I (p)={qeM:p<q},
I (p)={qeM:q< p},
JH(p)={qeM:p<gq},
J (p)={q9eM:q<p}.

Dado un subconjunto S C M, se tienen los subconjuntos

I (S)={g€M:s< qparaalgins € S},

)
I (p) ={q €M :q < s paraalgin s € S},
Jt(p)={q€M:s<qparaalgins € S},
J (p)={qeM:q<sparaalgins € S}.

Las relaciones < y < son transitivas.

Lema 134 Si p es un punto del espacio-tiempo M, entonces los conjuntos I (p) e I~ (p)
son conjuntos abiertos.

Demostracion.
Si existe una curva temporal dirigida hacia futuro de p a ¢, entonces existe un entorno
% de g tal que para cada punto ¢’ de % existe una curva temporal dirigida hacia futuro de
/!
paq.l

Definicion 135 Un subconjunto S C M se dice hacia futuro si S = I (S) y se dice hacia
pasado si S =1 (S).

Es inmediato que todo subconjunto hacia futuro o hacia pasado es abierto.
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Definicion 136 Un subconjunto abierto S C M se dice causalmente convexo si no existen
curvas no espaciales que intersequen a S en un conjunto no conexo.

Definicion 137 Dado p € M, se dice que el espacio-tiempo M es fuertemente causal en p
si existen entornos arbitrariamente pequerios y causalmente convexos de p.
El espacio-tiempo M se dice fuertemente causal si lo es en todo p € M.

Los espacio-tiempos fuertemente causales se pueden caracterizar en términos de la lla-
mada topologia de Alexandrov.

La topologia de Alexandrov en un espacio-tiempo arbitrario M es la topologia dada en
M que tiene como base todos los conjuntos de la forma I (p) NI~ (q), para todo p,q € M.

Es conocido (cf. [5]) que la topologia dada en un espacio-tiempo fuertemente causal M
y la topologia de Alexandrov definida en M son equivalentes.

Proposicion 138 Sea e : L" — R”" la inclusion natural del espacio lorentziano en el espacio
euclideano de la misma dimension. Para todo G,y = It (p) NI~ (q) en L", existen bolas
abiertas B(€) y B(€'), de radios € < €', en R" tales que B(€) C e(Gpq) € B(€') y para
toda bola B (€) existen puntos p,q,p',q' € L" tales que e (G,q) CB(€) Ce(Gpy) -

Demostracion.
Dado G,, =11 (p)N1~(g) en L" con p # q, sean €,€’ > 0 tales que € <

e(pela)| <
€.

Sea m el punto medio del segmento e (p)e(q). La bolas By B’ centradas en m y de
radios § y 2¢’, respectivamente, satisfacen la relacién B C e(Gp,) C B'.

Reciprocamente, dada una bola centrada en m y de radio € > 0, se consideran los puntos
p.q,p',q € L"tales que p, p’, e~ (m), ¢, q sean colineales y

|

ASf, e (qu) g B(E) g e (Gp/q/), .

De la Proposicién 138 se deriva que, como espacios topoldgicos, L" con la topologia de

Alexandrov y R” con la topologia usual comparten propiedades; por ejemplo, ambos son
espacios Hausdorff.

et (m)q'

méx{He*l (m)p'

eil(m)qH}.

} <e< min{He*l (m)p

4.3.4. Espacios hiperbdlico y de de Sitter

Definicion 139 Sea r > 0; los conjuntos de puntos

n+1
St(r)= {)CEL”Jrl t—x 4 Y x :rz}
i=2

son llamados espacio de de Sitter de radio r y espacio hiperbdlico de dimension n y radio
r, respectivamente.
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En el caso n = 2, el espacio de de Sitter es también llamado pseudoesfera en L.
Es bien conocido (cf. [41]), que todo espacio de de Sitter S (r) es:

(i) un espacio-tiempo;
(i1) simplemente conexo sin > 2;
(iii) geodésicamente completo.

Las curvas geodésicas de un espacio de de Sitter de radio r quedan determinadas por la
interseccién de S7 (r) con los planos que pasan por el origen de coordenadas de Lt

En adelante, S notard el espacio de de Sitter de radio 1.

El espacio de de Sitter S puede ser representado por las coordenadas globales (, 6,

yBy_1), donde —0 < @ < 400, 0< 6, <27, y0< 6, <mparatodoi:1,...,n—2.

Aqui, @ es una coordenadaen Ry (0,...,6,_;) son las coordenadas de la esfera unitaria
euclidea §" 1, [5].

Notar que los espacios de de Sitter tienen curvatura positiva e igual a %2 y que la curva-
tura de Hjj es el nlimero negativo —riz.

En [41] se encuentra el siguiente resultado que fundamenta la importancia de los espa-
cios de de Sitter S (r) y de los cubrimientos §’{ (r)y H} (r).

Proposicion 140 Toda variedad lorentziana n-dimensional, completa, simplemente conexa
y con curvatura constante C es isométrica a

1
Srlz(r)7 SICZ*Zynz?%
r

ST (r), siC:ﬁyn:27

L', siC=0,

~ 1

H} i C=——
1 (r) ’ St 1’2 )

donde HY (r) = {x € ]Rg“ : fx% fx% +Z?:+31 12 = frz} denota el espacio pseudohiperbo-

lico de radio r >0 en Ry y HY (r) denota su cubrimiento.

4.3.5. TImagen esférica en L"!

Para extender los conceptos de imagen y poligono esférico y circular de espacios eucli-
deanos a espacios lorentzianos, se debe tener en cuenta la causalidad en estos dltimos. Se
debe distinguir entre imagen esférica de un vector temporal e imagen esférica de un vector
espacial en L.

La siguiente definicién forma parte de [20].

Definicién 141 Sean P, Py € L't

i) Si P — P, es un vector temporal, entonces su t-imagen esférica estd dada por Q; =

Py —P; n
e —p1 € Ho-
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ii) Si Pr1 — P, es un vector espacial, entonces su s-imagen esférica estd dada por Q; =
P =P sn
Ta—rl € °1

[IPE2]

En la definicién anterior, las letras “t” y “s” que anteceden a la palabra “imagen” hacen
referencia a la causalidad de los vectores a los que se aplica, es decir temporal (timelike) y
espacial (spacelike), respectivamente.

Para extender el concepto de poligono esférico de espacios euclideanos a espacios lo-
rentzianos de dimensién n > 2 se deben tener en cuenta dos cuestiones fundamentales, que
se explican a continuacion.

En primer lugar y como ya se ha definido, se tienen dos tipos de imédgenes esféricas,
la t-imagen y la s-imagen esférica, por cuya aplicacién se obtienen puntos en dos espacios
distintos: el espacio hiperbolico Hy y el espacio de de Sitter de dimension 7, SY.

En segundo lugar, la restriccién a poligonos puros espaciales o puros temporales no es
suficiente para asegurar la existencia de un poligono esférico via imdgenes s-esféricas o via
imdgenes t-esféricas.

Si bien los espacios de de Sitter son geodésicamente completos, existen puntos en estos
espacios que no pueden ser unidos por curvas geodésicas. Por ejemplo, si A y B son dos
puntos en S7, n > 2, tales que existe una curva geodésica temporal que los une, siempre
se puede elegir un punto C que esté separado de B por una geodésica espacial y tal que no
exista una curva geodésica que una A con C.

Esta particularidad de los espacios de de Sitter contrasta con otros espacios con métrica
definida positiva, donde el ser completamente geodésico garantiza que cualquier par de
puntos del espacio pueden ser unidos por al menos una curva geodésica.



Capitulo 5

Curvaturas

Mostramos definiciones y resultados obtenidos por L. Santal6 en [47], J. W. Milnor en
[36], T. F. Banchoff en [3] y A. C. M. van Rooij en [52] sobre curvatura total absoluta y
curvatura total central de curvas cerradas en espacios euclideanos.

5.1. Curvas planas

La primera idea que se tiene de curvas planas es de cardcter geométrico-intuitivo: una
curva es una linea continua en el plano euclideano. En 1887, Jordan define en forma precisa
el concepto de curvas continuas en el plano, [48], expresando que “si f : [0,1] — R? es un
mapeo continuo, entonces f ([0, 1]) es una curva continua”.

Las llamadas curvas de Jordan son de particular interés en el plano R?. Estas curvas
son definidas cldsicamente como mapeos continuos f : I — R?, donde I = [a,b] C R, tales
que £ (I) es homeomorfo a la circunferencia euclidea unitaria S'; es decir, si f es una curva
de Jordan, f(I) es cerrado (esto significa que f(a) = f (b)) y simple (esto significa que
f(l‘]) 75 f(tz) Vti,th € (Cl,b)).

Un teorema cldsico de la topologia es el llamado Teorema de Jordan: si C es una curva
de Jordan en el plano II, entonces IT — C tiene dos componentes, una interior a la curva y
otra exterior, ambas conexas; la interior es acotada, la exterior no lo es y la frontera comtn
de ambas es precisamente C.

Cabe aclarar que en [35] se encuentra una definicién de curvas de Jordan en el plano
complejo. En el citado libro, Markushevich expresa que si un mismo punto z corresponde a
distintos valores del pardmetro de la curva, entre los cuales al menos uno es distinto de sus
valores extremos, entonces z es llamado punto multiple de la curva. Una curva que carece
de puntos mdltiples es, para Markushevich, una curva de Jordan.

Las poligonales y los poligonos en R? son curvas planas y C> a trozos. Entre otras, se
encuentran las definiciones dadas por D. Kay en [31].

Definicion 142 Para cada n > 1, una poligonal de orden n es el conjunto de segmentos rec-
tilineos orientados PyPy U - --UP,P,+1, donde los puntos Py, ..., P, 1 € R? se dicen vértices
v los segmentos PyPy, ...,P,P,+1 se dicen lados de la poligonal.

Dicha poligonal se notard [Py, ..., P41].

54
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Definicion 143 Si una poligonal [Py, ...,P,+1] es cerrada, es decir si Py = Py, y si ningu-
na terna de vértices consecutivos es colineal, entonces la poligonal es llamada poligono y
denotada por P[PRy,...,P,].

Si un poligono tiene a lo sumo dos vértices diferentes, se dice que el poligono es dege-
nerado.
5.1.1. Curvatura total de curvas planas

En la introduccién del capitulo 1 de [47], Santal6 expresa que “los conjuntos convexos
juegan un papel importante en la geometria integral”.

Definicion 144 Un conjunto K de puntos en el plano se dice convexo si para cada par de
puntos A, B € K se cumple que AB C K, donde AB denota el segmento recto que une A con
B.

Las curvas cerradas convexas se obtienen a partir de los conjuntos convexos, como lo
muestra la siguiente definicion, [47].

Definicion 145 Si el conjunto convexo K es acotado y tiene puntos interiores, entonces el
borde de K, dK, es llamado curva cerrada convexa.

Notar que si todos los puntos de K son puntos de su borde, entonces K es un segmento
recto.

5.1.2. Recta soporte de una curva cerrada convexa

Una recta [ en el plano queda univocamente determinada por su distancia p al origen y
el dngulo ¢ que forma lanormalde/ conelejex, 0 < ¢ < 7.
La ecuacidn de la recta es

xcos@ +ysing —p =0.

Ejemplo 146 La recta l : y = T — x queda univocamente determinada por el par (p,9) =
(%, %) En la Figura 1 se muestra el segmento normal a l y el dngulo que éste forma con el
eje x; la recta l estd dibujada con trazo medio.

Figura 1.
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Observacion 147 Si ¢ es una funcion ¢ = ¢ (p), entonces

xcos¢ (p) +ysing (p)—p =0

es la ecuacion de una familia de rectas. En particular, si ¢ (p) es constante, se tiene una
familia de rectas paralelas.

En la pagina 6 de [47] se encuentra la siguiente definicion:

Definicion 148 Una recta [ se dice recta soporte de un conjunto convexo K en un punto
P € JK si P €1y K estd contenido en la clausura de uno de los dos semiplanos abiertos en
que [ divide al plano.

Si por P € JK pasa una recta tangente a JK, entonces dicha recta es recta soporte a K
en P.

Por otro lado, por todo punto de dK pasa una recta soporte a K y, puesto que K es un
conjunto convexo, existen exactamente dos rectas soportes a K ortogonales a una direccién
dada.

. . . 2 g2
Ejemplo 149 En la Figura 2 se muestran, en color gris, dos rectas soporte a K : 5 + yZ <1,
las cuales son ortogonales al eje x.

4

4 [y
_'1-.'
-4

4
x

Figura 2.

5.1.3. Curvatura total

En la pagina 112 de [47], se define la curvatura total de una curva plana, cerrada, orien-
tada y con curvatura K continua.

Definicion 150 Sea C una curva plana, cerrada, orientada y con curvatura K continua. Si
s denota el pardmetro longitud de arco de C, entonces la curvatura total de C, tc; (C), estd
definida por:

tes (C) = /C kds.
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Observacion 151 Dado que x = Z—f, donde T denota el dngulo que determinan la tangente
a C orientada y el eje x, entonces

tes(C) = /C dr.

Esto significa que la curvatura total es igual a la variacion total de T cuando la tangente
recorre la curva en el sentido dado por la orientacion de C.

También en [47], pagina 112, se define la curvatura total de una curva % a trozos.

Definicion 152 Si C es la union de un mimero finito de arcos C; = A1A,, Cy = ArAs,. ..,
C,, = An,A, de clase €2, la curvatura total de C estd definida por

m m
12 (C) = Z/ dt+Y 0(4),
i=17Ci i=1
donde 0 (A;) denota el dngulo orientado entre la tangente a C;_; y la tangente a C; en A;,

—-r<0<m.

Ejemplo 153 Sea T el tridngulo de vértices Ay = (0,—1), Ay = (%,0) yA3;=(0,1), en-
toncestey (T) =Y;_, 0 (A) = g+ Z+ tn=2m.

Observacion 154 Todo poligono plano y convexo tiene curvatura total igual a 2.

5.1.4. Curvatura total absoluta

En la pagina 34 de [47], se define la curvatura total absoluta de una curva plana, cerrada,
orientada y de clase €2, de la siguiente forma.

Definicion 155 Sea C una curva plana, cerrada, orientada y de clase €2. Si s denota el
pardmetro longitud de arco de Cy T (s) denota el dngulo orientado que determinan la recta
tangente a C en s con una direccion fija (sin pérdida de generalidad, se considerard el eje
x), entonces la curvatura total absoluta de C, tac, (C), es definida por la siguiente formula

integral:
tacz(C):/|K|ds:/|dT|,
C C
dt

donde Kk = 75 es la curvatura de C.

Notar que en esta definicion de curvatura total absoluta, la curva C debe ser de clase ©?
pero no necesariamente convexa.

Observacion 156 Si con v(7) se denota el niimero de rectas tangentes a C no orientadas
que son paralelas a la direccion T, entonces

tacs (C) = /Oﬂv(r)\dﬂ,

pues cada direccion T aparece v (T) veces.
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Ejemplo 157 En la Figura 3 se muestra que v (0) = 4 para la curva C dada.

/‘x
\

Figura 3.

En [23], Enomoto define la curvatura total absoluta de una curva plana, cerrada, orien-
tada y € a trozos.

Definicion 158 Si C es la union de un niimero finito de arcos C; = A1A;, Cy = ArAs, ...,
Cp = AnA; de clase €7, la curvatura total de C estd definida por

zacz(C)zi/c\drHiIG(Az-)l

donde |0 (A;)| denota el dngulo no orientado entre la tangente a C;_y y la tangente a C; en
AL0<O<T.

Ejemplo 159 Si P = P[0,0),(4,0),(4,2),(2,2),(2,4),(0,4)], entonces
tc; (P) =2m y tac, (P) =3m.

En la Figura 4 se encuentra graficado el poligono P (en trazo medio) y se indican los
dngulos exteriores orientados de P.

=1
;
1

b

©a

w1

Figura 4.
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5.2. Curvatura total segiin Milnor

Si bien el articulo [36] se titula “On the total curvature of knots”, J. W. Milnor presenta
un estudio de lo que L. Santal6 definié como curvatura total absoluta.

Otro punto a notar es que, a diferencia de la definicién de poligono dada por Kay y de la
adoptada en este trabajo, para Milnor un poligono cerrado P en un espacio euclideano R",
n > 1, es una sucesion finita de puntos Py, P,..., P, = P tal que los segmentos PP,
son rectos y P, # Py, para todo i = 1,...,m. Esto significa que no requiere que ninguna
terna de vértices consecutivos sea colineal, como establece la Definicién 20.

Por lo tanto, a continuacién se adaptard el articulo de Milnor a las definiciones que
dimos anteriormente.

5.2.1. La curvatura total absoluta de poligonos

Definicion 160 Dado un poligono P =P|[P,,...,P,] en el espacio euclideano R", n > 1, la
curvatura total absoluta de P estd dada por

taca(P) = Y10 (P)].
i=1

donde |0 (P,)| denota el dngulo no orientado entre los vectores Py — P, y P, — P_y, con
0<lor)<x

Lema 161 La adjuncion de un nuevo vértice a un poligono no hace decrecer su curvatura
tolal absoluta.

Demostracion.

Sean P =P'[Py,...,Pj_1,Pj1,...,P,) un poligono de m — 1 lados y P; un punto en el
plano tales que cada terna de puntos (Pj_2,Pj_1,P;), (Pj—1,Pj,Pj+1) y (Pj,Pj+1,Pj+2) esno
colineal.

Se construye el poligono P=PIP,,...,Pj_1,Pj,Pjt1,...,P,| adjuntando a P’ el punto
P; como vértice.

Denotamos con |6’ (P;)| y |6 (P;)| los dngulos exteriores no orientados de los poligonos
P’y P, respectivamente. Sea 3~ el dngulo no orientado entre los vectores Pj—Pj_1 y Pj1 —
Pj_1,ysea B el dngulo no orientado entre los vectores Pjj —Pj_1 y Pjt1 —P;.

En la Figura 5 se han representado una seccién plana del poligono P’ en color negro y
con trazo medio; los segmentos P;_ 1 P; y P;P;, 1, que son lados del poligono P, se encuentran
representados en color gris y trazo medio. Los dngulos |6 (P;)| y |6 (P;)| son mostrados por
medio de arcos de color negro y gris, respectivamente; con un arco gris claro se marca el
dngulo B~ y con un arco gris claro y trazo medio, el dngulo 7.




60 CAPITULO 5. CURVATURAS

Figura 5.

Por la desigualdad triangular para tridngulos esféricos, es conocido que ’9 (Pj— 1)’ +
B~ > 16" (Pi—1)| y que |6 (Pjs1)| + BT > |6 (Pj+1)|, cumpliéndose la igualdad solo si los
puntos P;_1,P; y Pjy son coplanares.

Del tridngulo de vértices Pj_1,P; y Pj,1, se obtiene que B~ + B+ = |6 (P;)| (ver Figu-
ra 5). Entonces

tac, (P) —tac, (P')

= (07|~ 10" () + |08+ (10 ()|~ 6/ )
>-B~+]6(P)|-B"=0.

Luego, tac, (P) > tac, (P') y la igualdad se satisface solo si los puntos Pj_», Pj_1, Pj, Pji
y Pj12 son coplanares o P;_1, P; y P, son colineales. Dado que esta dltima terna de puntos
consecutivos estd formada por vértices del poligono P, los puntos no pueden ser colineales.
Luego, Pj 2, Pj_1, Pj, Pj11y Pj2 deben ser coplanares. B

Si bien con la adjuncién de un nuevo vértice la curvatura total absoluta de un poligono
crece o permanece igual, ciertas sustituciones de vértices del poligono hacen decrecer dicha
curvatura.

Corolario 162 Si los vértices P;_», Pj_1, P y Pjy1 de un poligono P no son coplanaresy se
reemplaza el vértice P; por un punto colineal con P;_y y P, entonces la curvatura total
absoluta del nuevo poligono es menor que la de P.

5.2.2. Curvatura total absoluta de una curva

En [36], Milnor define una curva cerrada C en un espacio euclideano n-dimensional R"
como una funcién vectorial continua f(¢) = (x; (¢),...,x,(¢)) de periodo L, la cual no es
constante en ningun 7-intervalo.

Notar que, en particular, un poligono puede ser descripto como una curva cerrada, inde-
pendientemente de sus distintas parametrizaciones.

Una curva cerrada f (¢) se dice simple si f () = f (t2) solo cuando “+2 es un nimero
entero.

Un poligono P =P[Py,...,P,] se dice inscripto en una curva cerrada f (¢) si existe un
conjunto de valores paramétricos ; tales que #; < tiy1, titm = t; +Ly P = f (t;) para todo i.
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Definicion 163 Sea C una curva cerrada en R”". Entonces
tac, (C) =limsup{tac, (P)},
donde el limite se toma sobre todos los poligonos P inscriptos en C.

La equivalencia entre esta definicién y la dada anteriormente se muestra a través de los
siguientes lema y teorema.

Lema 164 Sea P un poligono en R". Entonces tac, (P) = limsup{tac, (P')}, donde el li-
mite se toma sobre todos los poligonos P inscriptos en P.

Demostracion.

Si P es un poligono con dos o mds vértices coincidentes, se lo puede representar como
el limite de una sucesién de poligonos con todos sus vértices distintos; por lo tanto, basta
demostrar el lema para poligonos con todos sus vértices distintos.

Sea P, un poligono con m — my vértices tal que P, estd inscripto en P=P|[P;, ..., B,]
y todos los vértices de Pf, son vértices de P. En estas condiciones, se pueden adjuntar,
uno por uno, a Py los m vértices faltantes, obteniéndose una sucesién Py, ..., P, _, ~de
poligonos inscriptos en P. Por Lema 161, rac, (P}) < tac, (P}) < --- <tac, (P},_,, ): pero
tacy (P, = tac, (P). Entonces tac, (P) = limsup {tac, (P’)}. B

m—mgy) >
mfmo)

Teorema 165 Si C = f (s) es una curva cerrada de clase €* parametrizada por longitud
de arco, entonces

tac, (C) :/CHf” (s)|| ds.

Demostracion.
Sean P, un poligono inscriptoen C'y P" = f (s7'), ..., Py = f (sjn) sus vértices, tal que

Wlliglom?x {(s"".; —s™)} = 0. Se probard primero que n%l’gclntacn (Pw) = [ 1" (s)] ds.

Se define 57" = % (sﬁ 1 +s;-") para todo i y para todo m, y con " se denota el dngulo
entre f' (57,) y f' ().

El vector f'(s) describe una curva [ de longitud [.||f” (s)||ds sobre la esfera unitaria
sl

Los puntos finales de los vectores f' (57") son puntos de $"~!; uniendo esos puntos por
arcos sobre grandes circulos §"~!, queda determinada una curva sobre la esfera e inscripta
en [ llamada poligono esférico, cuya longitud es igual a } ;" ; 6.

Entonces lim Y/, 6" = [ || f" (s)| ds.

m—yoo

Dado que f”(s) es uniformemente continua, para cada € > 0 existe § > 0 tal que
lf" (u)—f"(v)| < esi|lu—v| <d.

De la identidad

fsin) = F (s = (st = s7") ' G7")

m

+/S;"“ / [ (u) — £ (5] dudv
+f [T e - )] duay
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se obtiene que
f(s?fu) —f(s7")

m m
Sit1 S

—f' G| < (57 —s7")

Bl m

siempre que m;f:ix {(sr,—s")} <.

Si ¢;" es el dngulo entre f (s;’_’H) —f(s™) y f'(5"), entonces

sin (") < (s}, — ")

B~ m

Para un € suficientemente pequefio, se tiene que

o < 2sin (") < (s71; —s}")

N ™

Si 0" denota el dngulo entre f (s,) — f (s") y f (s7) — f (s, ), entonces
o <"+ + ol y 6" <o+ ¢+,

por lo que

log" — 0| < Q" + " | < (s — 5T 1)

N m

< Le,

n m
$ar-$or
i=1 i=1

donde L es la longitud de C.
Luego,

m—oo

lim tac, (P,,) :’}l@oia{" :,}firloi 6" :/CHf” (s)|| ds.
i=1 i=1

Para probar que [ ||f” (s)||ds = limsup {tac, (P)}, donde el limite se toma sobre todos
los poligonos P inscriptos en C, bastard con probar que tac, (P) < [~ || f” (s)]| ds.

Dado un poligono Py inscripto en C, se forma una sucesion de poligonos P,,, con m =
k,k+1,..., adjuntando vértices a Py tal que

Jim méx { (s7}; —s7") } = 0.

Por el Lema 161, se tiene que
tac, (Py) <tac, (Pry1) < ...,

pero limsup {tac, (P,)} = [-|/f” (s)||ds, entonces

m—soo

tac, (Py) S/CHf" (s)||ds. m
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5.2.3. Imagen esférica

Definicion 166 La imagen esférica de un vector P,y — P; # 0 en el espacio vectorial R" es
elpum‘o Q,’ = m (Pj+1 —B) S Sn_l.
En particular, si n =2 diremos que Q; es la imagen circular del vector P, — P;.

A partir de este concepto, se definen la imagen esférica y la imagen circular de un
poligono.

Definicién 167 SeaP =P|Py,...,P,] un poligono en R" y sea Q el poligono en S"~" que se
forma uniendo el punto Q;_1 con el punto Q; por medio de un arco de una curva geodésica
de S"! de longitud o; < . El poligono Q es llamado la imagen esférica de P sin>3 e
imagen circular de P sin = 2.

Observar que Q es unico salvo que Q; = —Q;_| para algin i.

Ejemplo 168 En la Figura 6a se muestra el tridngulo del Ejemplo 153 (se han marcado con
distinto color sus aristas P.P..) y se indican los dngulos exteriores orientados del mismo.
En la Figura 6b se muestra, con su correspondiente color, cada uno de los segmentos OQ;,
donde O = (0,0) y Q; denota la imagen circular del vector P..| — P,. Obsérvese que los
dngulos determinados por estos segmentos coinciden con las respectivas magnitudes de
dngulos exteriores orientados del tridngulo.

{

Figura 6a. Figura 6b.

Proposicién 169 Si P es un poligono plano en R"™! | entonces su imagen esférica pertenece
a un tnico circulo mdximo de S".

Demostracion.

SeaP[Py,...,P,] C R*"! un poligono plano tal queZ;fillajx’j:d, donde P, = (x},...,
xi 1), i:1,...,m,yd esun nimero real.

st, Y""la; (' —xi) =0y, por lo tanto, el vector P, — P; es ortogonal al vector

Ast, Yt aj (27 —xi) = 0y, por lo tanto, el vector P,j — P; es ortogonal al vect
(a,...,an+1), paratodoi: 1,... ,m.

Dado que

P — b 1 i+1 i i+1 j
0= (! i ).

PP _ 2
1P+ dl \/2?+11 (xtj+1 _xzj)
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entonces Q; es ortogonal al vector (ay,...,a,+1), para todo i : 1,...,m. Esto significa que
Qi e tNS", donde 7 es el plano ayx; + - - - + a,+1x,+1 = 0. Dado que 7 pasa por el origen
de coordenadas, £ NS” es un circulo maximo de S". W

A través de la imagen esférica de poligonos, Milnor vincula la curvatura total absoluta
con una férmula integral. Si bien dicho resultado es vélido para la curvatura total absoluta
de cualquier curva cerrada, a continuacién se lo transcribe solo para el caso de poligonos.

Si P = P(t) es un poligono, para cada ¢ € S"~! la expresién K (P°) denotard el nd-
mero de maximos relativos alcanzados por la funcién (o, P (7)) en un periodo fundamental.
Ademis, K (P) = rEnSin1 {K(P°)}.

oecsS"~

Teorema 170 Para todo poligono P = P (t) en R", n > 2, la integral de Lebesgue

/ K(P°)du
ces!

existe y es igual a M"%f(i)), donde M,,_| = 1_2(7[”7"//22) es la medida de S"".

Demostracion.

Si 6 € §"°!, la gran esfera de $"~! con polo en ¢ es denotada por S%2; es decir,
si?={res':(r,0)=0}.

Sean P = P (¢) un poligono en R" y Q su correspondiente poligono esférico (o circular).
Un lado Q; 1Q; de Q corta a S%2 siy solo si (P, — P, 0) y (P.— P,_1,0) tienen signos
opuestos, por lo que (P;, o) es mdximo o minimo de (P(z),0).

Si 8772 no contiene vértices de Q, esto significa que ninguna arista de P sea ortogonal
a o, el nimero de intersecciones de Q con S.2 es igual a 2K (P°).

Por otro lado, el conjunto de puntos para los cuales S%. 2 contiene algiin vértice de Q
es UiS’élfz; en cada componente del complemento con respecto a "~ ! de UiS”Qlfz, la funcién
2K (P°) es constante.

Por lo tanto, queda definida la integral [;_¢ 1 2K (P°)dpu.

El conjunto de puntos ¢ para los cuales S%2 corta un lado Q; ;Q; dado con longitud
0 < a; < 7 es una “doble luna” sobre §"~! cuyo borde estd formado por S’é,_j y S’élfz. Asf,
la contribucién de un lado Q; 1 Q; al nimero 2K (P°) es igual a 1 si ¢ es un punto interior
de esta “media luna” y O si ¢ es un punto exterior.

La medida de esa “media luna” es igual a % —1,donde M,,_; = fGES"’] du eslamedida
de s 1.

Entonces, [;cqn 12K (P°)du = Mj{‘ Yy a; = MiKP) g

T

5.3. Curvatura total segiin van Rooij

A continuacidn se adaptardn la terminologia y la notacion utilizadas por van Rooij.

En [52], A.C.M. van Rooij le asigna a cada curva continua f, no necesariamente %2, un
nimero tac, (f), donde tac, (f) < e, que coincide, salvo por una constante multiplicativa,
con la curvatura total absoluta de f dada por J. Milnor, en caso de que ésta exista.
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Definicion 171 Si V es un espacio cartesiano real de dimension n'y S es la esfera unitaria
enV, dada la curva f : [a,b] — V se define para cada 6 € S la funcion f° de la forma

fe@)=(o.f(1)
para todo a <t < b,y donde () denota el producto escalar en'V.

Una curva f : [a,b] — V se dice admisible si f () es no constante en todo intervalo no
trivial de [a, b].

A continuacion, con K (f°) se denotara el nimero de méximos relativos alcanzados por
la funcién f° en (a,b).

Proposicion 172 Si f es una curva admisible y P, P, ... es una sucesion de poligonos
admisibles que se encuentran inscriptos en f de forma tal que f es el limite (puntual) de la
sucesion de poligonos, entonces

limk (P?) = K (f°)

[—o0
para casi todo ©.

También en [52] se aclara que si la sucesién de poligonos admisibles tiene como limite
puntual una curva f no admisible, entonces se considerard que K (f°) = oo para todo ©.

Definicion 173 La curvatura total absoluta de una curva f, tac, (f), es dada por
tac, () =2 [ K(f)du,
cesS

donde U es la medida de Lebesgue normalizada de S.

En [52], van Rooij considera a § con la métrica dada por

1
lo—1|y= %arccos(a,‘L'),

paratodo 0,7 € S.
Asi, obtiene el siguiente resultado:

Teorema 174 Para todo poligono P con dngulos interiores (no orientados) By, ..., By, vale

que
tac, (P) = i( —i’) :

i=1

Este teorema muestra la anunciada diferencia entre las definiciones de curvatura total
absoluta de van Rooij y Milnor.

Observacion 175 Si |6;| denota la magnitud del correspondiente dngulo exterior no orien-
tado, se tiene que

(T—B)= L6,

1
K T
y por lo tanto se puede escribir tac, (f) = Y, 1|6, =2¥7, 5 |6i].



66 CAPITULO 5. CURVATURAS

Si f es de clase €, entonces K (f) coincide con la cldsica curvatura total absoluta de

f.

Teorema 176 Si una curva f : [a,b] — V es de clase € y estd parametrizada por longitud
de arco, entonces

1 b /!
tacn(f):E/a £ (s)|| ds.

Notar que por Proposicién 172 y Definicién 173, se tiene que limzac, (P;) = tac, (f).
1—o0

5.4. Curvatura total central segiin Banchoff

A continuacion, se desarrolla el estudio sobre curvatura total central de curvas cerradas
en espacios euclideanos realizado por Thomas Banchoff en [3].
5.4.1. Curvatura total central de curvas cerradas en el plano euclideano

Definicién 177 Sea f; : S' — R? un mapeo continuo del circulo unitario euclideano S' en
el plano euclideano R*. Una recta soporte local a fi en x € S' es una recta que contiene a
f1(x) y es frontera del semiplano cerrado que contiene a la imagen de un entorno de x en
Sl

Notaremos con Yg, (f1) al nimero de rectas soporte local de f| que pasan por el punto
& el

Observacion 178 En [3], Banchoff presenta una definicion local de recta soporte; en cam-
bio Santalo, en [17], da una definicion global de recta soporte.

Definicion 179 Sea f; : S' — R? un mapeo continuo del circulo unitario euclideano S' en
el plano euclideano R*. La curvatura total central de fi respecto a un circulo euclideano
C=C(0,r), tccy (f15C), es definida por:

1
tcey (f1;C) = l()ng(C)/g eCTél (fl) dsc,

donde dsc denota el elemento de arco de C tal que fél cc dsc =long (C) =: longitud de C.
La curvatura tcc; (f1;C) es un promedio de Y¢, (f1) en los puntos &; € C.

Ejemplo 180 Sean f; : S' — S' C R? la funcion identidad y C un circulo con centro O =
(0,0) y radio r.

a) Si0<r<1,entonces Y (f1) = 2. Porlo tanto, tccy (f1;C) = 2.

b) Sir=1, entonces C = S" y por cada punto de S' pasa una vinica tangente a S'. De
aqui que Y¢, (f1) =1y teer (f1;C) = 1.
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c) Sir> 1, entonces ninguna recta tangente a C pasa por S'. De aqui que Ye, (f1) =0
¥, por lo tanto, tcep (f1;C) = 0.

En las siguientes figuras, las circunferencias S! y C se han graficado en color gris oscuro
y gris claro, respectivamente. En la Figura 7a se representa el caso a) del Ejemplo 180 y se
muestra que por cada punto S' pasan dos rectas tangentes a C; en la Figura 7b, se representa
el caso b) y se muestra que por cada punto S' pasa una tinica recta tangente; el caso c) estd
representado en la Figura 7c.

Figura 7a. Figura 7b.

O

Figura 7c.

Observacion 181 Si f| es una curva cerrada y convexa, y C es un circulo con centro O 'y

%
radio r, entonces tccy (f1;C) =2 5i ||OX|| <r, VX € fi (Sl).

Teorema 182 Sea C un circulo con centro O y radio r; si fi (Sl) =P[P,...,Py] es un

poligono tal que HO?@H < r, Vi, entonces tccy (f1;C) =2Y 71, ﬁ |6;

, donde 0; denota el
dngulo exterior de fi en A; y fi(A;) = P.

Demostracion.
En esta demostracion se adoptard la siguiente notacion:

—
Pii=Psii=m, PB_1=PB,sii=1, y lizﬁiPi-H-
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Sea & € C; se define

1 silarecta ElPi es recta soporte local a f| en A;;

0 en otro caso.

Y§1 (Al) = {

Si & no es colineal con dos vértices distintos del poligono, entonces
m
Y (fi) = ZT‘:I (A7)
i=1

Dado que existe un niimero finito de puntos de C que son colineales con dos vértices
distintos del poligono, entonces:

tcep (fl;C) Ygl (fl) dsc

1
~ long(C) /élec

1 n UL |
R — Y Ai dS = - Y Ai dS .
2,”@6@21 ¢, (Aj)dsc Eznr Yo (A dsc

Por otro lado, <élP,- es recta soporte local a f| en A; siy solo si g punto &; pertenece a
los arcos(_d}e C determinados por la interseccion de las rectas ﬁ y I; conC.
Sea I; NC ={D;,D;} tal que P,_; € D!P, entonces

Y&l (A,') dsc = / dsc+ dsc

& eDiD; &1eDiDiyy

= long (DiDj ) +long (DiDjy1) = 2r|6y],

& ecC

donde 6; denota el dngulo exterior de f] en A;, D;D; +1Y DiDjy1 denotan los arcos de menor
longitud sobre C que unen los respectivos puntos.
La dltima igualdad deriva de la relacién entre la magnitud de un dngulo interior a un
circulo y su relacién con la longitud de los arcos sobre el circulo que determinan sus lados.
Por lo tanto, se obtiene que

o1 |
t ;C)=) —2r|6;|=2) — 6.
Ccz(fl ) lzzlznr r’ l| ;27[| l’
Dado que el miembro de la derecha en la igualdad anterior es independiente de la posicién

(siempre y cuando HO?@H < r)y el radio de C, entonces fcc; (f1;C) también lo es. B

Observacion 183 Si C es un circulo con centro O y radio r, y si X € fi (Sl) es tal que
—
HOXH < r, entonces tccy (f1;C) = tacy (fi).

5.4.2. Curvatura total central de curvas cerradas en espacios euclideanos

Sea f> : S' — R? un mapeo continuo y lal del circulo S' en el espacio euclideano
tridimensional y sea S la esfera euclidea de centro O y radio r. Para cada &, € S se define la
proyeccion central T, R3 — T:,S — Réz tal que 7, (x) es colineal con & y x, donde Réz

denota el plano que contiene a Oy es paralelo al plano tangente a S en &, T, S.
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Definicion 184 En las condiciones mencionadas anteriormente, la curvatura total central
de f> es dada por

teez (f235) tacr (71'52 ofz) dag,

1
~ drea(S) /ézes
donde drea(S) = [¢,csdas.

Observacion 185 Dado que tac (7[52 o fz) =tce (”52 o fz), entonces

tce3 (f235) tcey (g, o f2) das.

1
- drea(S) /};263
Banchoff define la curvatura total central de un poligono en espacios euclideanos n-
dimensionales. Con este fin, se define la proyeccién central wz @ R" —T¢ S — jo

desde la hiperesfera S, tal que 7, | (x) es colineal con &.—1y x, donde R”tll denota el

hiperplano que contiene al centro de Sy es ortogonal a la normal de S en &, 1, es decir
~1

RZH T, ,S.

Definicion 186 Sea f, 1 :S' — R" tal que f,_; (S 1) es un poligono contenido en la region

acotada por alguna hiperesfera S. Si Tg, | es la proyeccion central, entonces la curvatura

total central de f,,—1 es dada por

1

teen (fu—138) = VoI (5) /5,1_.esmcn_l (7175”71 ofn_l) dvs,

donde vol(S) = [z  csdvs.

Banchoff calcula la curvatura total central de un poligono en R" y obtiene la igual-
dad rccy (fu—1:S) =231, ﬁ |6;] , donde 6; denota el dngulo exterior de f, jenA; € S'y
fn—1(A;) un vértice del poligono, por medio de la relacion entre un dngulo y el correspon-
diente dngulo obtenido aplicando la proyeccion central.

5.5. Curvatura total central en el plano de Lorentz

5.5.1. Curvatura total central de curvas planas cerradas

Las circunferencias en el plano euclideano son curvas cerradas y de longitud finita; en
cambio en el plano lorentziano, S % no tiene longitud finita ni es una curva cerrada. Este es
uno de los problemas que surgen al generalizar el concepto de curvatura total central de
curvas cerradas en el plano euclideano al plano de Lorentz.

Por esta razén, se definird primero la curvatura central de una aplicacién continua f;
con respecto a un arco conexo C; C (S ! ) , de longitud finita.

En lo que sigue, f; : S' — L? denotard una aplicacién continua de S! en el plano lo-
rentziano tal que f1 (S') N (S]), =0,y Yg, (f1) el nimero de rectas soporte local a f; que
pasan por el punto &;.
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Definicién 187 Sea C; C (S }) . un arco conexo tal que 0 <long (Cj) < oo. La curvatura
central de f\ con respecto a C; es definida por

1
cer (f1:C)) = long(C,)/.glechél (f1) dsc;,

donde fglecj dsc; = long (C;).

Observacién 188 La condicién fi (S') N (S}) . = 0 garantiza que Y¢, (f1) sea finito, pues
el tinico caso en que eso no ocurre es cuando &, € f (S 1).

Observacion 189 Y¢ (f1) = 0 si fi (Sl) es paralela a (S})Jr; dado que fi es una curva
cerrada, se concluye que Y¢, (f1) #0VE € (S})Jr.

La curvatura total central de una curva f; se define como el limite de la sucesiéon de
valores promedio de Y¢, (f1).

Definicion 190 Sea (C;) j>1 Una sucesion de arcos conexos tales que:
i) CjC (S}),,Vji>1
ii) Cj - CJ'+1,Vj > 1.

iii) Tim 2e(C1)

pr— . oo . > X
j—reo long(Cj) 1y long(cj) <oo,Vj2>1

iv) imC; = (S])

jee +

La curvatura total central de fi, tccy (f1), es definida por

. N 1 1
rees () = limees (/1) = limoees | T ()

si este limite existe; en otro caso, se dird que tccy (fi) = oo.

La existencia de una sucesion de arcos (C;) j>1 que satisfaga las condiciones menciona-
das en la definicién anterior estd garantizada por el siguiente teorema.

Teorema 191 En L? existe una sucesion de arcos conexos (C j)j>1 tales que:
i) CjC (S)),,Vji>1
ii) Cj C Cj+1,Vj > 1.

i) lim 2ne(G1)

j—roo long(Cj) =1 y long (CJ) < oo, Vj>1.

. , o 1
WﬂﬂQ—@ﬁ
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Demostracion
Sea {w} ., una sucesion de niimeros reales positivos tales que:
IS j>1

a) w; > 1.
b) ij:ijr;,wzl.

Sealyg={I"(B)NI~(A):A,B€L?}, donde " (B)yI (A)denotan el futuro cronolégico
de By el pasado cronoldgico de A, respectivamente.

Considerando los puntos A; = (sinh®;,cosh®;) y B; = (—sinhw;,cosh;), se tiene
que Aj, Bj € (S1), y que Ias, Cla,,8;,,, Vj> 1.

Si se define

Cj=1Ia8,N(S1), = {(x{,x/) € (Sf), : —sinho; < x| < sinha)j}
entonces (C f>j21 es una sucesion de arcos conexos con las propiedades buscadas:
1) Por definicion de C;.
ii) Por definicion de C;.

iii) Por Definicién 190, long (C}) = 2w, < o0,¥j > 1. Porb), ‘lgéfg;) =1+ 5L, enton-
, _

. ., long(Ciiq
ces por a) se tiene que lim fong(C1)

=1
j—roo long(Cj)

iv) Por b) se sabe que ;| = o; —I—% = w; + Y], 1, entonces ]15101o ®; = +oo y lim

J=e
(—C()j) =—co.
Se necesita el siguiente Lema para demostrar la unicidad de la curvatura total central.

Lema 192 Sea (C j)j>1 una sucesion de arcos conexos con las propiedades i)-iv) del Teo-
rema 191. Si (C;);~, es una subsucesion de (C j) j>1 con las propiedades i)-iv) del Teorema
191, entonces a

Hl’l’lCCz (f] ;Cj) = _limccz (f] ;Cl') .
J—roo j—o0
Demostracion
Puesto que (Cj) -,y (Ci);; satisfacen las propiedades i)-iv) y que (Ci);~; C (C;)
se tiene que -

iz

Vi> 1,E|j1[.,j2i > 1 tales que lei CcCG C Cjzi (*)

Vj > 1,3i1,,ip; > 1 tales que C,-lj cC;C C,-zj. ()

Por (%) y (),
limce, (f1;C;) = limees (f1;C;) . A
j—roo i—oo
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/ . .
Teorema 193 Sean (C j)j>1 y (Ch) dos sucesiones de arcos conexos con las propieda-
= h>1

des i)—iv) del Teorema 191. Entonces

limce; (f1;C)) = /}in’lch (fl;C;l) .

e

Demostracion
Por i)-iv), se tiene que VA > 1 3jy,, jo, > 1 tales que:

a) Cj, CC,CCj,
b) < ]'h>h21 , (Cjzh)hzl C (Cj) >, satisfacen las propiedades i)-iv).
Entonces, por a) se tiene

: /
— Ye, (f1)dsc,
& (J1)dsc
long (Cjz,) J8eCy, o

T, (f1) X (1)
= /éle(cjzh ~¢;) long (C;l) (Cjzh -c;) +/élec/ long (C ) dsc;

Y<§1 (fl) / (fl)
< ————d N+ ————ds¢
/éle(cjzh ~G,) long (leh> S(Q‘zh =) &ec, long (c,) !

< e (), . 1C1R
5'6(%,, —leh) long (leh) (Cjz,, *leh) 516Cj1h long <leh>

dsc. .
Cllh
Por b) se tiene
limces (f15C;)
Jj—reo

)Tél (fl)ds<c./‘2h —c,’,> +]}f_r>rgccc2 (fl;C;l>

72, ~Cn

1
< h’mi/
h=>>long (leh> 516(

< lim

< + limcer (f1:Cj).
haoolong (leh) /é]E(Cjzh —Cj, )

Cizy, ™ jlh) Jree

Y§1 (f] ) dS(

Por otro lado, dado que

entonces

2y~ “/1)

Iim—F /
h—>o<>10ng (leh> glG(
De aqui que
lfm cc; (fl;C;,) > limees (f1:C)). (#)
h—yoo Jj—reo

Andlogamente, Vj > 1 3k 2, > 1 tales que
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¢ G, CCicq,
J J

d) (C;llj)jZl , <C;‘2/‘)j21 C (C;l>h21 satisfacen las propiedades i)-iv).
Por lo tanto

limce; (f1;Cj) > }}ﬁnccz (fl;CD . (##)
—>00

jmreo

Por (#) y (##), se tiene que

lim cc) (f] ,Cj) = lim cCc) (f] ,C;l) .
J—roo h—o0

5.5.2. Curvatura total central de poligonos puros espaciales

En el plano euclideano, la curvatura total central de un poligono depende de los dngulos
exteriores del mismo. En el plano de Lorentz, la curvatura total central de un poligono puro
espacial es un ndimero entero positivo y coincide con el ndmero de vértices no medios del
poligono.

Teorema 194 Sea P[P,,...,P,] = fi (S 1) un poligono puro espacial en L?. Entonces
2<teer (fi) =k <m,

donde k denota el niimero de vértices no medios de P.
Si P es convexo, tccy (f1) = 2.

Demostracion
Sea (C j>j>1 una sucesion de arcos conexos con las propiedades i)-iv) del Teorema 191.
Sié e C;-, la recta que pasa por &; y fi(x) es una recta soporte local de f> en x si'y
solo si existe i tal que fj (x) = P; es vértice de P. Sea Q; = ()cl1 ,xé) la sT-imagen circular
de Py1 — P, ysean Q;y =A = (a1,a2) y Qi, = B = (b1,b,) tales que a; = 1r<ni1’<nm {x’l} y
— A l
by = mix {x)}.
Por propiedades i)—iv) del Teorema 191, existe jo > 1 tal que el arco AB estd contenido
enC;, Vj> jo.
Se tiene que:

1
_ T dsc. =
long (C;) /glec,- & (1) dsc,

1
= m </§1€ABY.§1 (fl)dSAB+/£le(CjAB) Te (fl)dS(C,—AB)> .

Por Teorema anterior se tiene que Y¢, (f1) = k; luego

1 long (AB)
- e (fi)dsap = k—EY2)
long (C}) /51 cap ® (f1)dsas long (C;)
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1
long<cy>léﬁz«y—As>

Aplicando limite se obtiene:

long (C; —AB)

T (D ds(c,am) = kK500 )

1
= lim ———— Y dsc, = k.
reez(f1) jlong (C)) /éslecj- 1) s

Si P es un poligono puro espacial y convexo, entonces k = 2. ll

Corolario 195 Sean g, y f1 dos poligonos puros espaciales tales que g (Sl) N (S{)Jr =
fi (Sl) N (S})Jr = 0. Si g1 y f1 difieren de un movimiento rigido, entonces tcc; (g) =

teea (f1)-

Demostracion

La curvatura total central de un poligono puro espacial depende del niimero de sus
vértices no medios y éste es invariante bajo movimientos rigidos, pues si a un par de vectores
de igual orientacién espacial se le aplica una rotacién o una traslacion, se obtendrd un par
de vectores con igual orientacién espacial. ll

Observacion 196 En el plano euclideano, la curvatura total central de un poligono con-
vexo es igual a 2; en el plano de Lorentz, la curvatura total central de un poligono puro
espacial y convexo es igual a 2.

5.5.3. Curvatura total central de curvas ¢

Una curva cerrada € en el plano de Lorentz no es una curva pura, por lo que no se
puede aproximar por una sucesioén de poligonos puros.

Teorema 197 Sea f, una curva €2, simple y cerrada. Entonces

2 <teer(fi) < g,
donde M denota el niimero de rectas tangentes a f| que pasan por algiin punto de S }
La igualdad se cumple si f (S 1) es convexo.

Demostracion

Sea fi una curva %2, simple y cerrada. Entonces 1) > 4 pues f; tiene, al menos, cuatro
puntos nulos y 1] < o pues f] es una curva cerrada y, por lo tanto, tiene un ndmero finito de
“pliegues”.

Sean u: x; =x2 y v:x; = —x, las dos rectas nulas en L? que pasan por (0,0).
Sean uy,...,uy, rectas nulas tales que u; es una recta soporte local de f; paralela a u, y
sean vi,...,V; rectas nulas tales que v; es una recta soporte local de f paralela a v.

Sean U; =v;Nuy V;=u;jNv. Enlo que sigue, 1, y 7, denotan el nimero de puntos
U;y Vj, respectivamente.
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SiU; = (x’i,xé) yVi= (y{,yé) ,seaA = (aj,az) € (S%)Jr tal que

_ 5 i J
@ lgigrlgﬁ);jgt { il ‘yl ‘}
y sea B = (—ay,ay). El arco entre A y B se notard AB.

Dado que las rectas u y v son asintotas de la curva (S}), y que u; y v; son rectas
paralelas a u 'y v, se tiene que Y¢, (fi) <h+1,Vé € (S{)+ —AB.

Sea (C j)j>1 una sucesion de arcos conexos con las propiedades 1)-iv) del Teorema 191.
Sin pérdida de generalidad, se asume que C; es un arco simétrico A;B;; esto significa que
C;=A;0+ OB ylong(Cj) =2long(A;0), donde O = (0,1).

Por propiedades i)-iv), existe jo tal que para todo j > jo, se tiene AB C C;. Entonces

1
o2 @ e, T8 U5
1
- long (C;) </§1€ABY§1 Ui)dsc, +/€16(ch3) Ta (fl)ds(cj—AB)> '
Dado que
1
m /&ile(c_i—AB) Te (A1) dS(CJ*AB)

Ye (f1) Ye (f1)
&1€(4;0-40) mds(&o*m) * /516(03,-—03) mds(%f*%)’

se tiene que

1
— Y dsc.
o2 ©) e, T U5
1

~ long (G;)

long (A;0 —AO)
2long (A;O)

/ Y§1 (f])dScj +(77u+71v)
E1€AB
Por lo tanto

, 1
2§lccz(f1):}g§obmgm/ Ye (fi)dse; < —— = -
E J

En particular, si f (S') es convexo entonces 1 = 4. Asi, rce; (f) = 2.

Corolario 198 Sean fi y g\ dos curvas €2, simples y cerradas tales que f (S 1) N (S %) L=
g1 (ShHn (S%)+ = 0. Si f1 y g1 difieren en una traslacion, entonces tccy (f1) =teca (g1). B

Demostracion
Las rectas tangentes a una curva conservan su causalidad bajo traslaciones. Dada su
definicién, los ndmeros 1, y 7, son invariantes bajo traslaciones. ll

Observacion 199 No se puede considerar que las curvas difieran en una rotacion pues, al
ser curvas cerradas 'y €°, fi y g1 no son curvas puras.
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5.6. Curvatura total central en L3

La generalizacion de la definicién de curvatura total central de curvas cerradas, dada
por Banchoff en el espacio tridimensional euclideano, al espacio tridimensional lorentziano
encuentra el siguiente problema: la pseudoesfera S% no es una superficie compacta ni su
drea es finita.

Por lo tanto, andlogo al caso de curvas en el plano de Lorentz, se definird primero la
curvatura central de una aplicacién continua respecto de una regién conexa R? C S% de drea
finita.

Sobre el final de esta Seccidén se muestra una propiedad de recurrencia de la curvatura
total central que permite generalizar en forma natural esta curvatura, via espacios de de
Sitter, a espacios lorentzianos de dimension finita y curvatura cero.

En lo que sigue, f, : S' — X"*! denotar4 una aplicacién continuay 1al de §' en ! =
{xeL"talque (x,x) >1},y L el hiperplano paralelo al espacio tangente a Sf en &,,
T, (S7) , que contiene al centro del espacio de de Sitter S7.

Dados el espacio de de Sitter 7 y un punto &, en €, la aplicacién Ttg, que asigna a cada

punto p de L' — T; (S") un punto 7 (p) en L? de forma tal que 7z (p) sea colineal con
& \9] & &, &

&,y p, se llama proyeccion central.

Definicién 200 Sea T, (S7) el espacio tangente a S| en &,. La proyeccion central T, :

L —Te (S — Ly esdada por

e, (p) = l—én;P)

para todo p € L™ — T (S}).

(p—{(&n,p) &)

Notar que L’g es congruente a L".

En el espacio L%, la restriccion de T, a S% — T, (S%) es la proyeccion estereografica con
polo en el punto &. Sus propiedades pueden verse en pagina 27.

Definicion 201 Sea R? una region conexa de S% tal que 0 < area (R?) < oo, La curvatura

central de f» respecto de R? es definida por
1
2 . 2~ 72
ce3 (f23R;) = / ccz(n olig, 0 fa, (RﬂL ) >ng,
< ]) drea R;) &HER? &0 f ITe) ) TR

donde [, R dsR§ = drea (Rf) ig, : 33— Tz, (1) es la aplicacién continua inclusion,
YT, L3 — T, (S%) — L%z es la proyeccion central.
Observacion 202 La definicion anterior se puede escribir:
ccs (fiR3) =
T§1 (7552 olig, sz)

= ds
/52613% /5I € (R§”L§2> . drea (R?) long (R? ﬂLéz) N (R5 ).
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A continuacion se define la curvatura total central de una curva cerrada en el espacio
tridimensional de Lorentz.

Definicion 203 Sea (R?) una sucesion de regiones conexas tales que:
j>1

i) R3C ST, Vj>1.

ii) R C R, Vj> 1.

2\ oy (o drea(Rl,)
iii) area<Rj)< Viz Ly lim =y = 1

iv) V& € 82, 3je, > 1 tal que (R§0L22>+ £0,Y) > je,

v) limR? = 7.
J—reo

La curvatura total central de f, estd definida por
s . p2
tces (fz) = 1gn003 (fz,Rj) s
J (oo
si este limite existe; en caso contrario se dice que tccs (f) = .

La existencia de una sucesion (R?) que satisfaga las condiciones de la definicién
1

>
anterior estd garantizada por el siguiente Teorema.

Teorema 204 En L3 existe una sucesion (R?) de regiones conexas tales que:
j=1

i) R CSL,Vj>1

i) R cR§H, Vi>1.

: 2
iii) 4rea <R3) <oo ¥j> 1, y lim )

J—roo érea(R?)

iv) V& € $2, 3je, > 1 tal que (R§mL§2>+ £0,Y) > je,.

v) limR2 = $2.
e !

Demostracion
Sea {a j} ., una sucesion de de nimeros reales positivos tales que:
j>1

a) a; > 1.

b) aji1 :aj—i—%,VjZ 1.
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SiR; = {(x{,xé,xg) €S8t:—a;<x| < aj} entonces (R%) | € una sucesién de regiones
iz
conexas con las propiedades buscadas:
1) Por definicién de R?.

ii) Por definicién de R%.

s AN ) o . érea(Rz-H) i 1
iii) drea (Rj) =4ma; < oo, Vj>1.Porb), 7&’1‘6;1(113%) =1+ T

. érea(Rz- +l) i
que ]lgr.}o érea(]%) =1
Para probar la propiedad iv) se necesita la propiedad v).
v) Porb) se sabe que a1 = aj—i—% =a;+Y]_, 1, entonces lim a; = +ocoy lim (—a;) =
Jj—reo Joreo

entonces por a) se tiene

—00

iv) Dado &, € S%, por v) <R§ OLEZ) # () a partir de un j suficientemente grande. l
+

Lema 205 Sean (S;) j>1 Una sucesion de regiones conexas con las propiedades i)—v) del

Teorema 204 y (Rlz)l.Z | una subsucesion de (Rf)

dades. Entonces

que también satisface dichas propie-
i>1

jz
limees (f2:R5) = limees (f2:R7).

Demostracion

Puesto que (Rf) y (R?),., satisfacen las propiedades i)-v) y que (R?) ., C (R%) ,

j>1 i 1) j=1
se tiene que

Vi>13jy,jo, > 1 talesque R3 CR; CR;, (1)

Vj>13iy,,ip, > 1 talesque R, CR;CR;, . (2
J J

Por (1) y (2),
limces (f2:R3) = limees (f2:R7) . M
[—o0

J—re

Teorema 206 Sean (Rf) - y (R,zl) 1 dos sucesiones de regiones conexas con las propie-
dades i)-v) del Teorema 204. Entonces

}ggoccs (fz;Rf) = }}1_{210663 (f:R:) .

Demostracion
Por i)-v), se tiene que Vi > 1 3j,, jo, > 1 tales que:

2 2 2
a) R} CR;CR

J2;,°

2 2 2 . . N
b) (leh>h2] , (R jzh)hzl C (R j>121 satisfacen las propiedades i)—v).
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A continuacién, y para simplificar la notacion, cc; (g;C —C') representard la suma de las
curvaturas centrales de g con respecto a las componentes conexas de C — C’ con longitud no
nula.

Por a) se tiene

) /ézeszh ccy (7;,32 oig, o f, (Rizh ﬂL22>+)

ccr (71:52 0ig, 0 fa, ((R?Zh —Ri) OL%2)+)

1
area <R2
I

h

< / ds .
& (Rﬁzh *R%> area (R?zh — Ri) (th *Rh>
ccy (7[&2 o] l';’:2 o fa, (Ri ﬂLé) )
+ / D + dSR2
E€R? drea (R?) i

cer (ﬂgz oig, 0 f, ((R?zh —R?lh) mL22>+> )

</
&e <R32h —kj, h) drea (RZ )

S(p g
R, R
Ji, ( 2 “h>

ces (g 0ig, o fo, (RENLE) )
" /égzeR,Z drea (R?)

dsp.
Rh

Por b) se tiene
i :R?
Jim ces (f2:R%)

. 2 2 2
e cey (7‘552 Olg, ° fa, ((Rjzh _le,l) mL52>+> d
_hl—rgo &e( R —R? 4 2 i B R
2| R, R, area ( R; 2y Ty

i,
+ 22’130663 (fz;Rﬁ) .

Por otro lado, dado que

lim ccy (71'5 olg, 0 §2) ((R2~ —R? ) NL? ) ) ds = constante
%) 2 ) J2 Ji 2 ’
h—veo J &, € <R§2h 7R§lh ) h h + <R§2h —R?lh >
entonces

. 2 2 2
ccy (77:52 Olg, ° f2, ((Rjz, _Rj1/> ﬂL&) )
, ' l + —
!}I—I}c}o &e(R —R? q 2 “ £ -~
€ i, N, area | R= 2n

jlh

De aqui que
limcc; (fz;Rﬁ) < limces (fz;R%,) . ()
Jj—roo h—yoo

Andlogamente, se tiene que

}22663 (fz;Ri) > ]112130603 (f2:R%) . (oc)
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Por (&) y (), se tiene que

limccs (fz;R?) = 21;1130063 (fR;). W

jreo

Teorema 207 Sean p € S% y (R%) . una sucesion de regiones conexas con las propieda-
des i)-v) del Teorema 204. Si existen j, > 1y ((R% ﬂLf,) ) - ((RZ ﬂL12,> >
! T hp>p / +7j=Jp

> ) long (R%p 1 ﬂLIZ,) ) )

tales que lim R = S7y lim 2—2+ =1, entonces ((Rh ﬂLp) ) es una
hp—reo hp—roo 1°“g<R/1mep)+ P +/ hp>jp

sucesion de arcos conexos sobre la rama (S% ﬂle,) N del circulo lorentziano (S% ﬂle,) en

2 . . . .
Ly, la cual satisface las propiedades i)~iv) del Teorema 191.

Demostracion
Sean p un punto fijo de S% y (Rf) una sucesion de regiones conexas con las pro-
j>1

piedades i)-iv) del Teorema 204, entonces existe Jp=1tal que p€S§;, Vj=> j, Su-
onemos que existe ((R2 ﬂL2> ) C ((RZ-OL2> ) tal que lim R? = §?
P 1 b P/ + hp>jp ! P)+ J>p 1 hp—reo by Y

P

10ng<Rﬁ HﬁLf,)
lim — 24—+

P =1.
hp—re0 long(thﬁLp)Jr

De ahi que (R%p ﬂL%) , €5 un arco conexo, Vhy, > jp. Ademds:

i) Dado que R? C §2, entonces (R,zlp ﬁLf,)+ C (8% ﬁL[z,)+ JVhy > jp.

ii) Dado que R% - R§+1, entonces (R%p ﬂLf,) . C (Rzp+l ﬂL%) o Vhy 2> jp.

iii) Dado que area (R?) < oo, entonces long (R? ﬂL[Z,) < oo, Vj > 1. En particular,

+

long (R%p mL127)+ <o, Vh, > jp.

Por otro lado, si R? = { <x{ ,xé,x%) SNE b{ < x{ < a{ } entonces se tiene que (R? N
Lf,) = { (x{,xé,xé) €s? ﬂLf, : b{ < x{ < a{} ; ademads, (Rf ﬁLf,) , es una curva temporal
pura en Lf,.

: A R2 2 . 2 2 _ (272 :
iv) Dado que h})linmth =87y lim (th ﬂLp>+ e (Sl ﬁLp)+, se tiene que

2
S/,p—)Sl

tim (R}, ﬂL§)+ =($}nL2),. m

hp—re0

A continuacién se muestra una propiedad de recurrencia de la curvatura total central de
curvas cerradas en espacios lorentzianos.
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Teorema 208 Sea (R?) una sucesion de regiones conexas con las propiedades del Teo-
Jj=1

rema 204 tal que Vp € S% existen j, > 1y (Rﬁ] )h C <R§) . que satisface las condi-
"/ hp>jp Jjz

ciones del Teorema 207. Entonces
. 1 .
tees (fr) = lim ——— teer (mpoipo fo)dsge.
J—roo érea R%) pER? J
Demostracion

Sean ¥, = m,0i,0 frytees(f2) = limees (fz;Rﬁ).
e
Se tiene que:

1 "
h’mi/ [tcc —cc ( ,(REZNL? )}ds
f*""érea<Rz;> PeR; 2 (1) =2\ (RiN1Ly). )| g
1
:h’mi/ lim cc ,Cr ) —cc (  (RANL? )]ds
f”“’érea(Rﬁ) PER? L%‘” (%, Gy) 2 ( J p)+ R
1

= 11’m<R2>/p Iim [ccz (yp, C,p) —ccp (}/p, (R? OL§)+>} dSR?'
J

I drea ERGIpre

Por Teorema 207 se puede asumir que (C, p) b = ((R%ll ﬂLf,) ) . Entonces,
p=Ir ’ +7 hp>jp

arca

1
i [t feca (0 (B 0L2) ) —ca (1 (R123),)] s
7 drea (R2) S ez (0 (8, 113) ) =eea (1. (850125). ) g
J

. 1 2~ 72
}gg(Rz) /PeR§ [tccz (%) —ces (Y”’ (Rf mLP)Jr)} dsR?
J

area

Por lo tanto,

j~>oo 2

1
1im7/ [zcc e ( (R )}ds Com
area(R?) pER’ 2(¥p) = ce2 (¥ (R p>+ R?

5.7. Curvatura total central en L" 1!

En lo que sigue se usardn indistintamente las expresiones vol (R) y drea (R) para indicar
el area de R cuando R sea una 2-region de S%.

Definicion 209 Sea R’ una n-region conexa del espacio de de Sitter S tal que 0 < VOI(R;?) <
oo yn > 3. La curvatura central de f, respecto de R;? es definida por

n

1 .
CCp1 (fn,R'Jl) = W /éneR;{ cey, (ﬂ’-én olg, Ofn, R;l ﬂLg) dSR;H
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donde f’g’"eR'j’. dsgy = vol <R7> =: volumen de R, ig, : el D Ty (S}) es la aplica-

cion continua inclusion, y g, : - T, (S7) — Lg es la proyeccion central.

A continuacién se define la curvatura total central de una curva cerrada en el espacio
Lﬂ+1‘

Definicion 210 Seann >3y (R7> _una sucesion de n-regiones conexas del espacio de

j>1
de Sitter S tales que:

i) RYCST,Vj> 1.

i) RTCRY |, Vj> 1.

. ., Vol(R"
) <o 972 1 ) .

iv) V&, € 81, Jje, > 1 tal que R}NLE #0,Yj> je,.

v) limR

n
e !

=S
La curvatura total central de f, estd definida por
fccpt (fn) = }g?ocanrl (fn’R;l) >

si este limite existe; en caso contrario se dice que tccy1 (fn) = oo.

>
anterior estd garantizada por el siguiente Teorema.

La existencia de una sucesioén (R;’) que satisfaga las condiciones de la definicién
>1

Teorema 211 En L”“, n > 3, existe una sucesion (R’}) de n-regiones conexas de S
i>1

tales que:
i) R CSY, Vji>1.

i) RTC R, Vj> 1.

" o i . VO](R;!H) _
iii) vol (Rj) <oo, Vj> 1,)’}51; V(R L.

iv) V&, € S1, Jje, > 1 tal que R’}ﬂL’én #0,Vj > je,

v) limR" = S".

j—yeo J

Demostracion
La demostracién de este Teorema es andloga a la demostracion del Teorema 204. l
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Lema 212 Sean (R;’) una sucesion de n-regiones conexas que satisfacen las propie-
Jj=1

dades i)-v) del Teorema 211 y (R}),. una subsucesion de (R;‘)

que también satisface
j>1

dichas propiedades. Entonces
limcc, 11 (fn’R;l) = limcc, 11 (fn’R:l) .
J—roo i—o0

Demostracion
La demostracion de este Lema es andloga a la demostracién del Lema 205. B

Teorema 213 Sean ( R" y (R") dos sucesiones de n-regiones conexas con las pro-
J 1 h

, h>1
Jj= =
piedades i)-v) del Teorema 211, n > 3. Entonces

limcc, 1 (fn,R;l) = limccpiq (fnaRZ) .
J—roo h—yoo
Demostracion
Por i)-v) del Teorema 211, se tiene que VA > 1 3jy,, jo, > 1 tales que:

7 n n
a) leh CR, C szh

b (R’? ) (R’? ) C (R’?> satisfacen las propiedades 1)—v).

) J1y, h>1 ’ J2), h>1 J j>1 p p ) )

A continuacién, y para simplificar la notacion, cc, (g; R — R’) representaré la suma de
las curvaturas centrales de g con respecto a las componentes conexas de R — R’ con volumen
no nulo.

Por a) se tiene

1 / . n n
_— - ccn (7‘[,5" Olg, O fn, R} NL "> dspn
vol ( R;!z,,) E,ER b, h 72,
< / ds R
e (v, 1) vol (R1, —Ry) (v, 1)
ccp (”én oig o fn, R}, ﬂL%)
+ dSRn
&,€RY vol (R}}) h
ce (mg, 01, fus (RY, 3, )01 )
< / : : ds Ul Ul
e (v, -7, ) vol (R, ) (%1, %3, )

ccp (”én olg, o fn, Ry, ﬁLg )
+/ . dSRZ~
&R}

vol (RZ)
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Por b) se tiene

¢y (ngn oig o fr, (R’! _R ) ﬂL"n>
limcepy (fn;R';) < lim 2 T ds
Jroo h—soo ",‘,1€<R';2h —ij]h> vol (R;gl ) <Rn R" )
h

i, N,

+ limccy 1 (fuisRy) -
h—o0

Por otro lado, dado que

lim cc (n oig o <R"- —R" ) NL} ) ds = constante,
h—soc0 5 clrRr _Rr n 5}1 5}1 f}’l) J2, Jy, én R" —_R"
=\, T, 2 I
entonces

cen (g, 0ig, o fur (RY, — K7 )LL)

lim e — "~ ds =0.
e (R’;'Zh e ) vol (R?Ih ) (szh i, )
De aqui que

limcepyg (fn;R’j’-) < limcepyr (fusR}) - (1)

Jj—roo h—ro0
Andlogamente, se tiene que

limeey 1 (fusR}) > limeeay 1 (fasR) - (2)

Jj—reo h—yoo
Por (1) y (2), se tiene que

}Ln.}occn-i-l (fnaR7) = }}EEOCCH—H (fn,RZ) i
Teorema 214 Seanp c Sy (R;‘) | una sucesion de n-regiones conexas con las propieda-
jz

c (Rinrp)

= 1, entonces <RZ ﬂL;’,) es una suce-
r hp2jp

des i)-v) del Teorema 211, con n > 3. Si existen j, > 1y (RZ mLz)
P . e -
hp=jp JZJp
vol(R} . ,NLY
tales que lim Ry = S} y lim M
hp%oo P h],~>oo vol(RZpﬂL;l)

sion de (n— 1)-regiones conexas de (S’l’ DLZ), la cual satisface las propiedades i)—v) del
Teorema 211.

Demostracion
Sean p un punto fijo de S} y <R;’> una sucesion de n-regiones conexas con las pro-
j>1

piedades i)-v) del Teorema 211, entonces existe j p = 1talque p € R, Vj > jp. Suponemos

vol(R! . NL"
que existe (RZ mL’;) C (R'% N U};) tal que lim R} =Sy lim M -1
b hp>jp / JZip hp—reo TP hp—voo vol(R;;pﬂL;)

De ahi que (RZP N Lg) es una n-region conexa, Vh, > j,. Ademds:
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i) Dado que R" C S, entonces (RZP ng) C (SInLL), Vhy > j,.

ii) Dado que R’; C R?H, entonces (RZP ﬂL;) C (RZerl ﬂLZ) ,Vhy, > .

iii) Dado que vol (R;‘) < oo, entonces vol (R;‘ ﬂLZ) < oo, Vj > 1. En particular,
vol (Rt L) < o0, ¥y > jj.

Por otro lado, si R} = {(x{, . ,x,’;H) S b‘{ < x{ < a{} entonces
(R;?HLZ) = {(x'{,...,x£+l> eSiNL,: b{ <x{ < a{}.

Para demostrar la propiedad iv) se necesita la propiedad v).

v) Dado que hlpl’anRZp =87y lim (RZP ﬁLZ) = (S’l’ ﬂLZ), se tiene que

R! —5?
hp 01

lim (Ry NLy) = (StNL}).

hp—roo

iv) Dado que para cada p € S, 3jp tal que RN L}, FOVji>j,y (RZ,, ﬂLZ) C

hp=>jp
R an)
( 7P i,

todo g € (S{NLY), (RENLLNLE") # 0 a partir de un / suficientemente grande. M

, entonces Jh, > j, tal que (R} NL") # O Vh > hy,. Por v) se deriva que para

A continuacion se presenta una propiedad de recurrencia de la curvatura total central de
curvas cerradas en espacios lorentzianos.

Teorema 215 Sea (R;’) una sucesion de n-regiones conexas con las propiedades del
j>1

Teorema 211 tal que Vp € S' existen j, > 1y (Rzp)h . C (R?) o, due satisface las
ZJp JZ
condiciones del Teorema 214, con n > 3. Entonces e

jree

. 1 .
teeni1 (fu) = hmi/ teen, (mpoi, ofn)dsR;g.
vol (R”.) per:

Demostracion
Siy, = m,0i,o0 f,, por definicién de tcc, 11 (f») se tiene que:

1
Hmi/ teen (Yp) —cen (¥, RTNLY) | dsgn
ol (Ri) peR?[ nUp n (Yo, RFNL )] f

1
=1i Ii G,)— RiNLY) | dsg
vl () Ll 0 ) =2 1)t
1

B }Eﬂvol(R]) /,)ER:;. Jim [ecu (3, ) —cen (1, REN L) dsy.
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Por Teorema 214 se puede asumir que (C,p)t S = (RZ] ﬂLZ) o Entonces,
p=Jp g [)ij

1
h'mi/ tee —cc LRUNLY) | dsge
77*vol <R’]1) PeR; recn () = ccn (1, KL K

1

= fm— lim [ ( R mL")— R'NL" ]d .

J'1—>°"V01 (R’?> /PGR'}hplﬁeo Cn \ ¥ps Bn, F1Ep ) = CCn (YP’ j p) SR}
J

Por lo tanto,

1
limi/ fce —CcC ,R@an dSn:O.
J7*vol (R;’) pER! [recn (%) n (1, RjNLY)] R"



Capitulo 6

Operadores

6.1. Operador de Laplace-Beltrami

La expresion del operador de Laplace-Beltrami de funciones es bien conocida y se en-
cuentra en una bibliografia diversa, pero no es este operador el que nos ocupa sino el opera-
dor de Laplace-Beltrami de campos vectoriales. En lo que sigue damos a conocer tanto su
definicién como resultados importantes obtenidos respecto al laplaciano del campo vectorial
curvatura media de hipersuperficies lorentzianas.

Los términos “operador de Laplace-Beltrami”,
ran utilizados indistintamente.

9

operador de Laplace” y “laplaciano”se-

6.1.1. Laplaciano de funciones en variedades semi-riemannianas

Definicion 216 Sea R"el espacio euclideano n-dimensional. Sean uy, ... ,u, las coordena-
das naturales de R". El operador diferencial

A=y 2 6.1)

es llamado el laplaciano de R".

Este operador se aplica a funciones f € C*(R"), donde C* (R") es el espacio de fun-
ciones C* a valores reales definidas en R".

En [57] se muestra la siguiente propiedad del operador A: sea ¢ : R” — R" un difeo-
morfismo. Para cada f € C* (R"), se puede definir

A°f =(A(fo9))og™
Si A? = A, para cada f € C (R") vale que A(fo¢) = (Af) o ¢. En particular, si ¢; =
X;jo ¢, se tiene que
A(])i == (Ax,) O¢ =0.
Considerando que A ((x;0¢) (xjo¢)) = (A(xix;)) o ¢ = 29;;, entonces

L d¢; 0
Z i 82 = §;j. (6.2)

87
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Por lo tanto, en cada p € R”, la matriz Jacobiana de ¢ es una transformacién ortogonal.
Lema 217 Si ¢ : R" — R" es un difeomorfismo tal que A? = A, entonces ¢ es una isometria.

Asfi, el laplaciano es un operador diferencial invariante por isometria y permite determi-
nar si un difeomorfismo es una isometria o no.

También en [57], pdgina 4, se prueba la equivalencia de distintas definiciones del ope-
rador de Laplace-Beltrami en variedades riemannianas, dos de las cuales se consideran a
continuacion.

Definicion 218 Sean (M,g) una variedad riemanniana, % C M un abierto y xy,...,X, un

sistema local de coordenadas en % . Para p € % , notamos g, = (,). Sean g;; = <%, %
i J

, (g,-j)_1 = (gij ) y g =det(g;;). Entonces queda definido, y es independiente de la eleccion
del sistema local de coordenadas, el operador diferencial

J 1o, d
Z&Tct (\/gl;g 8xl> . (6.3)

t=1

A=

Sl-

Este operador se aplica a f € .% (M), donde .% (M) es el conjunto de funciones dife-
renciables de M en R.

Es inmediato notar que si M = R”, entonces A de (6.3) es el laplaciano definido ante-
riormente en (6.1).

En lo que sigue, se utiliza la misma notacién, A, para el laplaciano en R” como para el
laplaciano en cualquier variedad inmersa en R".

Andlogamente al caso de espacios euclideanos, para variedades riemannianas vale el
siguiente lema.

Lema 219 Si ¢ : M — M es un difeomorfismo tal que A = A, entonces ¢ es una isometria.

A continuacién mostramos otra definicién del operador de Laplace A. Esta definicién se
puede ver en [56], pdgina 220.

Sea M una variedad riemanniana compacta y orientable. Para cada p € M, seaney,...,e,
un marco de referencias (frame) positivamente orientado y @y, ..., ®, su correspondiente
dual (coframe). Sea @, = w; A\ --- A @,. Entonces @ define una n-forma en M, la forma
volumen de M. Extendiendo la estructura riemanniana de M a APT,(M)* de la manera
usual, se puede definir la aplicacién

W APT, (M) — A" PT, (M)
tal que para todo 1 € APT, (M)", a € A" PT,(M)",
(Yn,0)o=nAa.

Con el simbolo A se indica el producto de 4dlgebras de Grassmann de formas.
Si D? (M) es el espacio de las C*-p-formas en M, se define la aplicacion

8 :DP (M) — DP~1 (M)
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por

517 — (_l)np+n+l lPlen

paran € D (M), p # 0.
Sobre las p-formas queda definido el Hodge-Laplaciano A = — (dd + 6d). Para p =0,
se tiene que Af = —3d f. Entonces A es el operador de Laplace-Beltrami en M.

En [41], paginas 85 a 87, O’Neill define operadores diferenciables, entre ellos el de
Laplace-Beltrami, para el caso de variedades semi-riemannianas (M, g).

Definicion 220 Sea f € .% (M) . El gradiente de la funcion f, grad f, es el campo vectorial
métricamente equivalente al diferencial df € E* (M). Por lo tanto, para todo X € E (M)

(grad f,X) =df (X) =X[. (6.4)

Dado el sistema de coordenadas xi,...,x,, el diferencial df es igual a

) g—){:dxi. Entonces vale

- i9f 9 idf

grad f=) gV=— =Y g/=209,. (6.5)
iJZ:l 9x; 9x; w& ax; ’
Definicién 221 Sea E\, ..., E, un marco de referencia de campos vectoriales. SiX € E (M),

entonces la divergencia de X, divX, estd definida por

divX =Y & (Ve X,E). (6.6)

n
i=1
ydivX € # (M)

Expresado en términos del sistema de coordenadas xi,...,x,, queda

divx =Y { aaf +y F;ijxj} . 6.7)
i=1 i j

‘=1

Observacion 222 Respecto al sistema de coordenadas uy,...,u, de R}, queda: divX =

" % En el caso de R?, ésta es la férmula bien conocida de la divergencia.
1

Definicion 223 El laplaciano Af de una funcion f € F (M) es la divergencia de su gra-
diente: Af = div(grad f) € F (M).

En términos del sistema de coordenadas xi,...,x,, la expresién del laplaciano es

B n y aZf n af

ij=1 =1
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Notando |g| = |det(gi;)
na 213,

, la expresion anterior es igual a la presentada en [4 1], pagi-

1 &0 L of
Af = —F= V Yo, (6.9)
Ve ;axi< |g|j:21g 9%‘)

la cual generaliza la férmula (6.3) del laplaciano aplicado a funciones en variedades semi-
riemannianas.

Observacion 224 Para el sistema de coordenadas uy,...,u,de R, el laplaciano Af =
-1 sil<i<v,
Y0 624, donde & = ==l
U +1 siv+1<i<n.

Observacion 225 La diferencia entre las expresiones (6.3) y (6.9) proviene del hecho de
que en el caso de variedades semi-riemannianas g puede tomar valores negativos, por lo
que en (6.9) se considera |g| en lugar de g.

6.1.2. Laplaciano del campo vectorial curvatura media de hipersuperficies de
Ln+ 1

Consideraremos ahora M = L"! con el sistema de coordenadas u,...,u, y E; = 8%,-
coni=1,...,n. Sea M una hipersuperficie n-dimensional de L"*!.

Para cada p € M, sean {E; (p),...,E,(p)} una base ortonormal de 7, (M) y N (p) =
E,+1(p) el vector unitario normal a 7, (M) . Veremos que con estas condiciones se puede
extender la definicion del operador laplaciano para aplicarlo a campos vectoriales.

Como antes, se notan & = (E;,E;),i=1,...,n,y V la conexién inducida de M C L"*!.

Definicion 226 Bajo las condiciones anteriores, el operador de Laplace queda definido
por

A=Y &V Vg, (6.10)

Si para cada p € M, sean {E; (p),...,E,(p)} una base ortogonal de T,(M) y N (p) =
E,41(p) el vector unitario normal a T, (M), entonces

A=Y ¢"VEVE, (6.11)

gt

. .
donde g;; = (E.,E;) y(g"7) = (gij) " -
Si ademds, € = (N,N) y S = A,11, el campo vectorial curvatura media H de M es

tr|S
H:srr[l]N:AN,

conA € .7 (M).
Para 1 <i <n, queda:

VEH = Vg (AN) = E;(A)N+ AVEN.
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Por Definicién 116 y (4.42),
VeH =E;(A)N—AS(E).

Entonces
Vg VEH = Vg, (E;(A)N—AS(E))).

Por propiedades de V y por (4.42), se tiene que
Vi, (Ei(A)N = AS(E;)) = Vi, (Ei (A)N) = Vi, (AS (E;
= EiE;(A)N+E;(X) VEN — Ei (A) S (

:EiEi(k) El( )S( l) (A)S

Por lo tanto,
Vg VEH = EE; (A)N —2E; (L) SE; — AVE, (SE;).
Por otro lado,
Vi (SE;) = tan Vg, (SE;) +nor Vg, (SE;)
= Vg, (SE;) + 11 (SE;, E;) .
Reemplazando en (6.12)
Vg VeH = EE; (A)N —2E; (L) SE; — AV, (SE;) — AIl (SE;, E;)
Ya que para cualquier V,W € E (M) vale:
Vy (SW) = (VyS) (W) +S(VyW),
en el caso particular V =W = E; queda
VeSE; = (Vg,S) (Ei))+S(VEE:).
Reemplazando en (6.13), se tiene que
Vg VeH = EE; (A)N —2E; (L) SE; — A (VE,S) E;
— AS(VEE;)— Al (SE;,E;).
Como & es constante, entonces paratodo i: 1,...,n vale que
0=E;(E;,E;) =2(E;,VEE;).

Ademis, como SE; = Y, (SE;),E; € E(M) y S es autoadjunto, queda

I
M=

S(VEE;) &(S(VEgE)),E)E,;

I
™=

Il
—_

& <SEI', VE,'Ei> E

[
-
M=

(SE;), (E;, Vi E)E; =0,

I
_
-

Il
_

91

(6.13)

(6.14)
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Luego
Vi VEH = EE; (AN —2E; (1) SE; — A (VEg,S) E; — A1l (SE;, E;) . (6.15)
Para encontrar la expresion del laplaciano del campo vectorial curvatura media H, se

reemplaza en (6.10) y se obtiene

AH = i&E,’Ei (A)N—ZiEiEi (A)SE
i=1 j=

n n (6.16)
-2 Z gl1 (SE,',E,’) -2 Z & (VE,S) E;
i=1 i=1
Aplicando (6.9) a la funcién A, vale que
n
=Y &EE;(A). (6.17)
i=1
Por ser S autoadjunto,
11 (SE;,E;) = € (Il (SE;,E;) ,N)N
=E£ <S (SEI‘) ,Ei>N =E£ <SE1‘,SEI‘>N
Entonces,
Y &l (SEE;) =¢ (Z & (SEL-,SE,~>> N =g|S|]*N. (6.18)
i=1 i=1
Siendo S = (SEj,...,SE,), definimos
n n
IS|I*> = Y (Ei, E;) (SE:,SE;) Z (SE;,SE;).
i=1 i=1
Por otro lado, dado que
n
grad?t = Z §E; (/l) E;
i=1
entonces
n
S(gradA) = (Z &k ( ) =Y &Ei(A)SE;. (6.19)
i=1
Por célculos precedentes, Vg SE; = (Vg,S) (E;). Reemplazando segin (4.42), nos queda
n
Y &(VES)Ei=uVSs, (6.20)
i=1
donde

€1 (VEls)El R (VEZS)EI
Vs = : :
€1 (VE1 S) E, ... & (VE,,S) E,
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Por (4.43) y (4.44) se tiene

(VES)E; ((VES)Ej,E) E

M: Il [\mﬂ:

t

(

1
{<norVEi (11 (E},E,)) ,N> — (I (VEE} E,),N)
t=1

—(II(E;,VEE;),N)} E;.

Por Definicién 100, VEE; =Y i, Fﬁ-‘i Ey. Considerando esta expresion, (4.39) y (4.41)
queda:

(Il (E;,VEE,), i (SEx, E;

N =Y.
(I1(VEE;Ey), i (SE,,Ey) ,
Ve (11 (B ) — Vi, (e 1 (B ) N)

{€
= €E; (Il (E;,E;),N)N + ¢ (Il (E;,E,),N) SE;
por lo que
<norVEi (11 (Ei,E,)) ,N> = (eE; (I (E;, E;) ,N)N,N) = E; (I (E;,E;) ,N).

Reemplazando en (6.20), la traza de V.S queda expresada:

rvs = ZZ&{ (SEiE,) — Z( (SEy, E; +Fl,<SE,,Ek>)}E,. (6.21)

t=1i

Al reemplazar (6.17), (6.18), (6.19) y (6.20) en (6.16) se obtiene el resultado siguiente,
que es una generalizacion a hipersuperficies de un resultado ya conocido para superficies.

Teorema 227 Sea M una hipersuperficie n-dimensional de R'i‘“. Sea uy,...,u, el sistema
de coordenadas de R tal que E; = 3%, Para cada p € M, sean {E; (p),...,E,(p)} base
de T,(M) y N(p) = En+1(p) el vector unitario normal a T, (M) . Sea H el campo vectorial
curvatura media de M. Si H = AN, con A € F (M), entonces

AH = A(A)N —28(gradA) — Ag||S||* N — A tr VS. (6.22)

Corolario 228 Bajo las condiciones del teorema precedente, si A es una funcion constante

entonces
AH =~ <£ HSHZN+trVS) . (6.23)

6.2. Casos particulares

Con el propdsito de obtener el operador laplaciano del campo vectorial curvatura media
de distintas superficies de L?, recordamos brevemente las definiciones basicas necesarias de
las superficies que se estudiaran.
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6.2.1. Superficies lorentzianas

Una superficie lorentziana M es una variedad lorentziana de dimensién 2. Heredando la
notacién cldsica utilizada para superficies en R?, las componentes g; ; del tensor métrico en
M respecto del sistema de coordenadas xp,x; son

E =g = (d1,01),
F=g12=_g1=(d,0),
G =gn=/(0,0d),
_ d _ d
donde 0| = Y = FIoE
El elemento de arco queda expresado

ds*> = de% +2Fdx1dx, + de%.

A partir de la férmula general (4.21), es facil verificar que los simbolos de Christoffel
para la superficie M respecto de E, F, G se expresan:

1 1
wG—FﬂrhziaG—Fﬂ+§&R

1
wG—FﬂrbzigG—zam

1

wG—FﬂH,_BG—Eaa—EF@,
(EG—F*)I}, = —-EE,+EF, — - EF,

1 1
(EG—F*)T}, = -EG, — E5F,

2 2
(EG-F*)I3,=-EG,—FF+ -FG,

dondeEi:g—g,Ezg—;yGizg—g.
Si F =0, el sistema de coordenadas x,x, se dice ortogonal. En el caso de un sistema
ortogonal, la conexién de Levi-Civita V de M, a partir de (4.19), (4.20) y (4.21), verifica:

E E
V01 = ﬁal —ﬁa%
G G
V5,0 = _ial + ﬁaz,

E G
Val o= Vaﬁl = ial + ﬁaz

Si p € M, entonces {d (p), d2(p)} es una base ortogonal de 7}, (M). Los vectores uni-
tarios N (p) normales a T, (M) quedan determinados por

d1 (p) N (p)
01 (p) A2 (P)II”

donde el simbolo A indica producto vectorial en L3; en [7] se encuentra definido A.

N(p) =
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Observacion 229 Recordemos que al elegir a N como campo vectorial normal unitario,
estamos eligiendo una orientacion de la superficie.

Una curva & en L3 se dice curva nula si todos los vectores tangentes a ¢ son vectores
nulos y distintos de cero. Bonnor, en [15], estudia las curvas nulas en LA y el desarrollo de
tal andlisis fue adaptado, posteriormente, por otros autores para examinar curvas nulas en
L" n>2.

Un marco de referencia nulo (null frame) es una terna ordenada de vectores (o, desde
otro punto de vista, una matriz) F = (A,B,C), donde A,B son vectores nulos tales que
(A,B) = —1, C es un vector espacial ortogonal al plano de Lorentz generado por Ay B, y el
determinante de F' es igual a £1.

Un marco para una curva nula & (s) es una curva de referencia o “frame curve” F (s) =
(A(s),B(s),C(s)) tal que %—‘;‘ es un multiplo escalar positivo de A () ; se dice que « () estd
referenciada (framed) por F (s). Los marcos de las curvas nulas no son dnicos, por lo que
siempre se hace referencia al par («, F'), es decir, a la curva nula y al marco respectivo.

Una curva de referencia de Cartan es una curva nula referenciada (@ (s),F (s)) cuyas
ecuaciones de Frénet son de la forma:

%A,

2 las)C(),

P ).

%€ ks (9)A(5) +ha () B(s).

En el espacio de Lorentz L3 con signatura (—, -+, +), encontramos las superficies
B-scroll, LxS', H'xR, SIxRH; S L2

donde L es la recta lorentziana, Hg y S% son los espacios de curvatura —1 y 1 respectiva-
mente.

En [26], Graves presenta los B-scrolls. Si (a (s),F (s)) es una curva de referencia de
Cartan en L3, el B-scroll de (o, F) es una superficie parametrizada por f (s,u) = o« (s) +
uB (s). Es inmediato notar que

af af
5, B (s) 'y Fr

En el caso de los B-scrolls no se tienen bases ortonormales univocamente determinadas
y, en particular, % es nulo. Dado que no se conoce una definicién de campo vectorial
curvatura media que considere bases que no sean ortogonales, esas superficies quedan fuera
de nuestro andlisis.

En lo que sigue calcularemos el campo vectorial curvatura media H de las restantes
superficies mencionadas y posteriormente aplicaremos el operador de Laplace para campos
vectoriales, A, a cada H obtenido.

A continuacién se trabajard con superficies de curvatura constante; es un resultado co-
nocido que toda otra superficie es localmente isométrica a alguna de ellas.

A(s)+uks (s)C(s).
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6.2.2. Operador laplaciano del campo vectorial curvatura media de la super-
ficie S%

Sea x1,x2,x3 un sistema de coordenadas en L3 tal que {d,0»,05} forman una base
ortonormal de L3, con d; = %.

La superficie S%, también llamada pseudo-esfera, en L3 es tal que
2 2,2, 2
ST = {(x1,%2,x3) el —xi4+x5+x3= 1}.
Una parametrizacion de S% en coordenadas @, 8 es dada por
x1 = sinh®

X =cos O coshw (6.24)

x3 = sin 6 coshw

donde w e Ry0< 60 < 2.
En adelante, notaremos d; = a%’_, 0o = %,89 = 3‘7—9. Por (6.24) tenemos que

Jdp = cosh @ d| + sinh @ cos 6 d, + sinh wsin O J3, 625)
dp = —cosh @ sin O d» + cosh wcos O J5. '

Entonces, como {d;,0d>, 03} es una base ortonormal de L, quedan
E=g= <awaaa)> =-1,
F =g =g21 = (9w, dg) =0, (6.26)
G =g»n =(dg,dp) = cosh? @.

Observacion 230 Segiin (4.8), dg, es temporal y dy es espacial.

Realizados ya los cdlculos en (6.26), podemos expresar la matriz (g;;) y su matriz in-
versa (gij ):

1 0 y 1 0
(gij):[ 0 Coshzw] (g”)z[ 0 1 ] 6.27)

cosh? ®

y por lo tanto el elemento de arco ds*> queda expresado como
ds* = —dw* + cosh® 0d6>.

En los simbolos de Christoffel de S% respecto del sistema de coordenadas w, 6, iden-
tificamos el indice 1 con @ y el indice 2 con 6. Por (4.21) y (6.27), F%z = F%l = tanh @,
I3, = coshwsinh, y Ff?j = 0 en los casos restantes.

Por (4.25), (6.27) y (4.26), (Ry,9,00,99) = ——— y K = 1.

cosh?

Si p € S1, entonces {dw (), o (p)} es una base ortogonal de T}, (S7). Los vectores
unitarios N (p) normales a 7, (S%) quedan determinados por

do (p) N s (p)

N ) = Bap) h e (P
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donde el simbolo A indica producto vectorial en L3, donde

do N 9 = (sinhwcosh , cosh” wcos 6, cosh® sin O)

19w (P) A e (p)|| = V/cosh* ® — cosh? wsinh? ® = cosh .

Consideramos el campo vectorial normal unitario N : S7 — L* dado por
N = (sinh @,cosh @cos 6,coshmsinB). (6.28)

Asi definido, N satisface
N,dp) = (N,dg) =0,
(V. 0) = (V. 3) 629)
(N,N) =1,

y es una aplicacién diferenciable.
Las propiedades explicitadas en el parrafo anterior valen igualmente para —N.

Observacion 231 Tanto N como —N son espaciales segiin (4.8). En particular, N es igual
al vector posicion de S%.

Antes de calcular el campo vectorial curvatura media de S2, es conveniente remarcar
que dyy,dg € E(S7) y N € E(S3).

Sea V la conexi6n inducida de S% y sea /1 la segunda forma fundamental definida segtin
(4.37). Sea S el operador de forma de S% respecto de N.

Dado que N es el vector posicién, VyN = V para todo campo vectorial V € E (S%) . De
(4.41) se sigue que

S(aw) - _8w,

Por (4.40), (6.27) y (6.29)

11(00,9w) = (N,N) (S(d0) ,du) N =N,
11(dg,g) = (N,N) (S(dg),d9) N = —cosh®> N.

Expresado matricialmente,
(Vo NY_ (-1 0 o
VN )\ 0 —1 o
y por lo tanto, el campo vectorial curvatura media H estd definido
(=2)N=—N. (6.30)
El operador de Laplace para campos vectoriales, A, en S% esta definido por

A= —Vawvlyw + Vaevae

sh? @
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y por lo tanto,

AH = -V, V, H+ m%ﬁaﬁ.
Dado que
Vo, H=V5,(—N)=—Vy, N =—0q,
Voo H =V, (—N)=—Vy,N = —0,
entonces

vgevaeH = —Vae 89 = —Vaeae —11(89,89) = —I_%zaw —1—%289 +COSh2 N
= — cosh @sinh @dy, + cosh? ®N.

Por lo tanto,
AH = 2N —tanh @ d,. (6.31)

6.2.3. Operador laplaciano del campo vectorial curvatura media de la super-
ficie Hg
Sea x1,x2,x3 un sistema de coordenadas en L3 tal que {d,0»,05} forman una base

ortonormal de L3, con d; = a%_.
La superficie Hg en L3 es tal que

Para parametrizar Hg en coordenadas @, 0 necesitamos de dos parametrizaciones: cada
una de ellas corresponde a cada una de las hojas de Hg.
Dichas parametrizaciones se obtienen considerando el signo (+), si x; > 0, o el signo
(=), six; <0, en
x1 = tcoshw

Xxp = cos O sinh @ (6.32)
x3 = sin O sinh @
donde w e Ry0< 60 < 2.
En adelante, notaremos d; = a%_, Op = %, dop = %.
Para H3, x; > 0, por (6.32) tenemos que

dep = sinh @ d; + cosh @ cos O &» + cosh @ sin O ds, 633)
dg = —sinhwsin B d, + sinh w cos O ds. ’

Dado que {d;,0», 03} es una base ortonormal de L, queda
E=gn= <8w78w> =1,
F =g = g21 = (do,ds) =0, (6.34)
G= g = <89,89> = sinh2 .



6.2. CASOS PARTICULARES 99

Observacion 232 Segiin (4.8), dg y dg son espaciales.

Podemos expresar la matriz (g;;) y su matriz inversa (gif ) :

10 A 10
(8if) = [ 0 sinh? ] (8) = [ 0 } (6.35)

sinh? @
y por lo tanto el elemento de arco ds*> queda expresado como
ds* = d* + sinh* 0 d6”.

En los simbolos de Christoffel de Hg respecto del sistema de coordenadas @, 0, iden-
tificamos el indice 1 con ® y el indice 2 con 8. Por (4.46) y (6.35), F%z = F%l = coth,
Féz = —coshwsinh®w y Fi-‘j =0 en los casos restantes.

Por (4.25), (6.35) y (4.26), (R3, 3,9, %) = — K=—1.

1
sinh? ® y
Consideramos el campo vectorial normal unitario N de Hg, x1 > 0, dado por

do N O
N=_2007% (coshw,sinhwcos 0, sinhwsin0).
19w A o

Asi definido, N satisface
<N780)> = <N789> :Oa

(N.N) = —1 (6.36)

y N es una aplicacién diferenciable. Estas propiedades también las satisface —N.

Observacion 233 Segiin (4.8), N y —N son temporales. En particular, N es igual al vector
posicion de Hg.

Sea V la conexién inducida de Hg y sea I1 la segunda forma fundamental definida segtin
(4.37). Sea S el operador de forma de I;Ig respecto de N.

Dado que N es el vector posiciéon, VyN =V para todo campo vectorial V € E (Hg). Por
(4.41),

Por (4.40), (6.34) y (6.36),

11(dw,d0) = (N,N) (S (do) ,d0) N =N,
11(dg,09) = (N,N) (S(dg),dg) N = sinh* ®N.

Expresado matricialmente, queda

(mv) =00 2)(%)
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y por lo tanto, el campo vectorial curvatura media H esta definido

H=7(-2)N=-N. (6.37)

El operador de Laplace A para campos vectoriales en Hé estd definido por

A= v‘ngaw + 76(99639

sinh? @
y por lo tanto,

o 1 - —
AH=V, Vs H+—-V,V, H.
%o " 9 sinh? ® % " %%

Dado que

Vo, H=-V;, (N)=—00,
Vo H =—V5, (N) = —0p,
entonces

V(;GV(;GH = —Vae 89 = *Vaeag *11(89, 89) = 71“528(,) — l—%zag - sinh2 oN

— cosh @sinh @dy, — sinh? ®N.

Por lo tanto,
AH = cothwdy — 2N. (6.38)

Andlogamente para Hg, x1 < 0, el campo vectorial normal unitario N estd dado por
N = (—cosh @, sinh @cos 6,sinh @sinH).
El campo vectorial curvatura media H es
H=-N (6.39)
y el laplaciano A aplicado a H

AH = coth @ dg — 2N. (6.40)
6.2.4. Operador laplaciano del campo vectorial curvatura media de la super-
ficie S} xR

Sea x1,x2,x3 un sistema de coordenadas en L3 tal que {d;,0d»,d5} forman una base
ortonormal de L, con d; = %.

La superficie producto S % x R en L3 es tal que

SixR={(x1,x2,x3) € L*: —xi+x3=1}.



6.2. CASOS PARTICULARES 101

Una parametrizacion de esta superficie es dada por

x1 = sinhw
xy = cosh® (6.41)
X3 =1t

donde w, r € R.

Observacion 234 Los vectores horizontales son aquellos tangentes a S % X ty, para cada
to € R; los verticales son los vectores tangentes (sinh wy,cosh @y ) x R, con oy € R.

En adelante, notaremos od; = %, Op = %, o =

Por (6.41) tenemos que

Yo

0y = cosh@ d; + sinh w d,,

6.42
Al ser {d),0,0;} base ortonormal de L3, quedan

E = g11 = (90,90 = —1,
F =g =_g2=(do,d) =0, (6.43)
G=g»n=1(d,0)=1.

Observacion 235 Segiin (4.8), dy es temporal y 9, es espacial.

La matriz (g;;) y su matriz inversa (gij ) quedan expresadas:
i -1 0
(gi)) = (g") = (6.44)
0 1
Por lo tanto, el elemento de arco ds”> queda expresado como

ds*> = —dw* +dt>.

En los simbolos de Christoffel de S} x R respecto del sistema de coordenadas w,z,
identificamos el indice 1 con @ y el indice 2 con t. Por (4.21) y (6.44), Fﬂ-‘j = 0, para todo
i,j,k.Por (4.25)y (4.26), K = 0.

Si p € S} xR, entonces {dy (p), d; (p)} es una base ortogonal de 7}, (S} x R). Los
vectores unitarios N (p) normales a 7, (S} x R) quedan determinados por

do () NI (p
N(p)z aﬂ)() af() 7
19w (P) A\ 0: (D)
donde el simbolo A indica producto vectorial en L3.

Dado que
dw N\ Jy = (sinh @, cosh @, 0)
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190 (P) NI (P)|| =1,

el campo vectorial normal unitario N : S % x R — L3 est4 dado por

O N\ O

N=__@7 _
100 Aok

(sinhw,coshw,0). (6.45)

Asfi definido, N es una aplicacion diferenciable y satisface

<N7a(0>:<Naat> =0,

NN — 1 (6.46)

Las igualdades obtenidas en (6.46) son también vélidas para —N.
Observacion 236 Segiin (4.8), tanto N como —N son espaciales.

Sea V la conexién inducida de S } x Ry sea II la segunda forma fundamental definida
segn (4.37). Sea S el operador de forma de S} x R respecto de N.
Para o, 7, r sistema de coordenadas de L3,

dg = (r cosh, r sinh ®,0),
J,=(0,0,1),

9, = (sinhw,cosh ,0).

De acuerdo a la Definicién 110, dy, d; y d; son las extensiones a L* de los campos
vectoriales dy, d; y N, respectivamente.
En los simbolos de Christoffel identificamos el indice 1 con @, 2 con ¢t y 3 con r. Por

(421), T3 =1 yT}, =T}, =0y Th; = 0 parak = 1,2,3. Por (4.19),

Por (4.41) y Definicién 110
§(9o) = _ﬁgjr/s}xk = —0w,
§(d) = —ﬁgjr/s{ g = 0.
En particular, por (4.40), (6.41) y (6.46)

Il(aw7aa)) :N7
II(Bt,at) - 0

Expresado matricialmente,

(B)-(3 (D)
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Por lo tanto, el campo vectorial curvatura media H esté definido

1
H=- EN. (6.47)

El operador de Laplace A para campos vectoriales en S } x R estd definido por
A= —vawVQw +V3,V3,,

y por lo tanto, o o
AH = —Vawv(ng—FVaTVarH.

Dado que
Vy H= IV N = la
o - 2 do - 2 (O3]
_ 1—
VatH — —EvatN: O,
entonces
V, V) He —1V, 9y = — N
jw jw - 2 dp %0 — 2
V5, VoH = 0.
Por lo tanto,
1
AH = EN = —H. (6.48)

6.2.5. Operador laplaciano del campo vectorial curvatura media de la super-
ficie H} x R

Sea x1,x2,X3 un sistema de coordenadas en L tal que {d;,,03}, con d; = %, forman

una base ortonormal de L.
La superficie producto H& x R en L3 es tal que

H(} xR = {(xl,xz,x3) el’: —x%—{—x%:_l}.

Andlogamente al caso de Hg, para H& x R son necesarias dos parametrizaciones, con-
siderando el signo (+) six; > 0y el signo (—) si x; <0, es decir,

x1 = +coshw
Xy =sinhw (6.49)
X3 =t

donde w, t € R.

Observacion 237 Los vectores horizontales son los tangentes a H& X ty, para cada ty € R;
los verticales son los vectores tangentes, segin corresponda, a (+coshay,sinh@y) x R,
con ay € R.
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En adelante, notaremos 0d; = %, Op = %,& =

En el caso de que x; > 0,

Yo

dp = sinh d; +cosh w s,

6.50
(9, == (93. ( )

Al ser {01,0,0;} una base ortonormal de L?, quedan

E =g = (dp,de) =1,
F =gin=g1= (0w, 0)=0, (6.51)
G=g»n=1{(9,0)=1.

Observacion 238 Segiin (4.8), dy y 9, son espaciales.

La matriz (g;;) y su matriz inversa (gij ) quedan expresadas:
i 1 0
@wzwﬂ:[OI]. (6.52)
Por lo tanto, el elemento de arco ds® queda expresado como
ds® = dw® +dr*.
Por (4.21) y (6.52), F{-‘j =0, para todo i, j, k. Por (4.25) y (4.26), K = 0.

Si p € H} x R, entonces {dw (p), J; (p)} es una base ortogonal de T}, (Hj x R). Los
vectores unitarios N (p) normales a T}, (Hé X R) quedan determinados por

) Ao,
N(p) = w(P) N0 (p)
19 (P) A 0: (P)|
donde el simbolo A indica producto vectorial en L.

Siendo
dp N\ 0; = (coshw, sinh @, 0)

19w (p) A (P)I| =1,

el campo vectorial normal unitario N : Hg x R — L? es dado por

O N\ O

N=_9"""
100 A O

= (coshw, sinhw,0). (6.53)

Asi definido, N satisface
<N7aa)> == <Naat> :()7

NN = —1 (6.54)

y N es una aplicacién diferenciable. Las mismas propiedades satisface —N.
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Observacion 239 Segiin (4.8), tanto N como —N son temporales.

Sea V la conexién inducida de H(} x Ry sea Il la segunda forma fundamental definida
segin (4.37). Sea S el operador de forma de Hé x R respecto de N.

Para m,1, r sistema de coordenadas de L3,

9 = (rsinh o, r coshm,0),
d,=(0,0,1),
9, = (cosh, sinh ®,0).
De acuerdo a la Definicién 110, %, 5, y 5, son las extensiones a L? de los campos
vectoriales dy, d; y N, respectivamente.

En los simbolos de Christoffel identificamos el indice 1 con w, 2 con ¢ y 3 con r. Por
(421):T)3 =1, T, =0,y Ths = 0 para k = 1,2, 3. Por (4.19),

[ 1—
907" — ;80)7
Vjar :0

Por (4.41) y Definicién 110,

§(do) = *W%E/H(;XR = —0o,

S(a) = _V%E/Hol «r =0
En particular, por (4.40), (6.52) y (6.54),

Il(aw,aw) :N
Il(a,,a,) — 0

Expresado matricialmente,

(e )=o) (%)

y por lo tanto, el campo vectorial curvatura media H estd definido

1
H=—=N.

2

(6.55)
El operador de Laplace A para campos vectoriales en Hé x R esté definido por

A= Vawvaw + vat vat
y por lo tanto,

AH = V,;WV(;MH +VQ,VQ,H'
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Dado que
Vy H= IV N= 18
do - 2 o - 2 (O3]
_ 1—
Va,H == Eva’N == O,
entonces
V, Vo He — 2V, 3y = — N
dp ¥ 0t — zawa)— PR
_ 1—
Vo VoH = EVa[é?t =0.
Por lo tanto,
1
AH = _EN =H. (6.56)
Andlogamente, si x; < 0,
1
H= _EN (6.57)
g 1
AH = _EN =H. (6.58)

6.2.6. Operador laplaciano del campo vectorial curvatura media de la super-
ficie L x S!

Sea x1,x2,x3 un sistema de coordenadas en L? tal que {0;,0,,3}, con d; = a%i, forman
una base ortonormal de L.

La superficie producto L x S' en L* es una superficie producto deformada L x_; S,
donde i representa la funcion identidad.

Una parametrizacion de esta superficie es dada por

X1 =t
Xy =cos0 (6.59)
Xx3 =sin0

donder e Ry0< 0 <2m.

Observacion 240 En este producto, los vectores horizontales son aquellos tangentes a L X
(cos By, sin6y) y los verticales son los vectores tangentes a ty X S L

9 —9d 59_29
En adelante, n(?tare.mos 0; = Jn do =70 =35
De la parametrizacion escogida, se tiene que

al:alv

6.60
dg = —sin 6 d» +cos 0 ds. (6.60)
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Al ser {91,0,,0;} una base ortonormal de L3, quedan

E =g =(0;,0;)=—1,
F =g12= g1 = (dg,0;) =0, (6.61)
G = g2 = (dg,dg) = 1.

Observacion 241 0, es temporal y dg es espacial.

La matriz (g;;) y su matriz inversa (g"/) quedan expresadas:
i -1 0
(gij) = (¢7) = ; (6.62)
0 1
por lo tanto, el elemento de arco ds® queda expresado como

ds® = —dt* +de?.

Por (4.21) y (6.62), Ff.‘j =0, para todo i, j, k. Por (4.25) y (4.26), K = 0.
Sip e L xS, entonces {dy (p), J; (p)} es una base ortogonal de 7, (L x S'). Los vec-
tores unitarios N (p) normales a T), (L xS 1) quedan determinados por

_ 9(p)A\ s (p)
10: (p) A de (p)II’

donde el stmbolo A indica producto vectorial en L3.
El campo vectorial normal unitario N : L x S' — L est4 dado por

N(p)

at/\ag

N=_2%0
10: A\ D ||

= (0,c0s0,sin0). (6.63)

Asi definido, N es una aplicacién diferenciable y satisface

(N,dg) = (N, 0;) =0,

(N.N) = 1 (6.64)

Las mismas propiedades satisface —N.
Observacion 242 Segiin (4.8) y (6.64), tanto N como —N son espaciales.

Sea V la conexién inducida de L x S' y sea II la segunda forma fundamental definida
segtin (4.37). Sea S el operador de forma de L x S' respecto de N.
Para t, 0, r sistema de coordenadas de L,
d=(1,0,0),
ey = (0,—rsinB,rcosh),
9, =(0,c0s0,sin0).
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De acuerdo a la Definicion 110, 5,, 879 y 9, son las extensiones a L de los campos
vectoriales d;, dg y N, respectivamente.
En los simbolos de Christoffel identificamos el indice 1 con ¢, 2 con 6 y 3 con r. Por

(421),T5; =1 yT5, =0y T'j5 = 0 para k = 1,2,3. Por (4.19),

Vgar — 07
- 1
V50, = —dy
0 r

Por (4.41) y Definicién 110,
§(de) = —ﬁgjr/msl = —0p,
$(3) = V39 /1.5 =0
En particular, por (4.40), (6.62) y (6.64),
I1(d;,0;) =0,
I1(dg,dy) = —N.

Expresado matricialmente,

(e )= S)(R)

y por lo tanto, el campo vectorial curvatura media H estd definido

1
H=—2N. (6.65)

El operador de Laplace A para campos vectoriales en L x S! estd definido por
A= —Vaiat —I—?aeﬁae

y por lo tanto, o o
AH = —VatVatH—i-VaeVaaH.

Dado que
_ 1—
Vo H = EVI;[N =0,
= 1= 1
VagH — EVQSN: *589,
entonces
Voo Vo, H =0,

- — 1— 1

Por lo tanto,
AH = -N=—H. (6.66)
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6.2.7. Operador laplaciano del campo vectorial curvatura media de la super-

ficie >
Sea x1,x2,x3 un sistema de coordenadas en L? tal que {d,d»,05} forman una base

ortonormal de L3, con 9; = %.
Una parametrizacién del plano L? en coordenadas 7,7 es dada por:

X1 r
Xy =1 (6.67)
X3 = 0
donde r,t € R.
En adelante, notaremos 0; = a%’_,&, = %, o = %.
Por (6.67),
di = 0o,
32 - a[
Ademis, al ser {d;,, 05} una base ortonormal de L*, quedan
E=-1, F=0;, G=1. (6.68)
Observacion 243 Segiin (6.68) y (4.8), 9, es temporal y 0; es espacial.
Por los célculos realizados en (6.68), las matrices (g;;) y (") son:
y 10
(8i7) = (8) = [ 0 1 } (6.69)

El elemento de arco ds® queda expresado como
ds® = —dr* +dt*.
Por (4.21) y (6.69), Ffj = 0 para todo i, j, k. Por (4.25) y (4.26), K = 0.
Andlogamente a las superficies analizadas anteriormente, encontramos el campo vecto-

rial normal unitario N:
(6.70)

N = 0.
Asi definido, N es una aplicacién diferenciable y satisface:

<Na8r> = <Naat> :0>
(N,N) =1.

Las mismas propiedades satisface —N.

Observacion 244 Por (6.70) y (4.8), tanto N como —N son espaciales.
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Sea V la conexi6n inducida de L? y sea I la segunda forma fundamental definida segiin
(4.37). Sea S el operador de forma de L? respecto de N. Entonces nos queda que

S(d,)=8(d)=0.
El campo vectorial curvatura media H estd dado por
H=0 (6.71)

y el laplaciano en L* de H es

AH =0. (6.72)

6.2.8. Comentarios sobre superficies de L’ y los resultados del operador A
aplicado a sus campos vectoriales curvatura media

De acuerdo a la Definicién 116, las superficies S2, S} xR, L x S'y L? tienen signo
€ = 1, mientras que las superficies Hg y Hé x R tienen signo € = —1.

En el cilindro S } x R, el operador de forma aplicado a los vectores verticales, es decir,
tangentes a las fibras (sinh @, cosh ®) x R, es igual a cero. En el cilindro H} x R se obtienen
resultados andlogos. Pero en el cilindro L x S', el operador de forma aplicado a los vectores
horizontales, es decir, tangentes a los levantados, es igual a cero.

Otro punto a destacar es que todos los cilindros estudiados tienen campo vectorial cur-
vatura media H = —%N .

Las superficies S% y Hg tienen campo vectorial curvatura media H = —N, donde N es
el respectivo vector posicion.

Los cilindros satisfacen la igualdad AH = —&H, donde ¢ es el signo de cada superficie,
respectivamente. Asi, para estas superficies AH es un campo vectorial normal.

Es interesante observar que la componente normal en las expresiones de AH de las
superficies S% y Hg es igual a (—2¢€) H, donde € es el signo respectivo de las superficies.

A partir del AH obtenido en el caso de la superficie S7, no queda més que remarcar la
diferencia, ya conocida, entre un helicoide y una pseudoesfera S%. Si bien, muchas veces,
pensamos y/o graficamos a estas superficies como si fueran iguales, no lo son: el helicoide
es una superficie minimal y S% no lo es.

Con los célculos precedentes, se verifica que los tres cilindros ya mencionados son
superficies minimales.

Como era de esperar, en el caso del plano L?, AH = 0.

6.3. Operador d’alembertiano

A continuacién mostramos algunas relaciones entre el laplaciano y el operador d’alem-
bertiano aplicados a campos vectoriales en espacios R},.
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6.3.1. Operador d’alembertiano de campos vectoriales sobre hipersuperficies
de Ln+l

Definicion 245 Sea R" el espacio euclideano. Sean uy,...,u, las coordenadas naturales
de R". El operador diferencial

82 n az

O=-—_+} 2
2 2
duy = du;

(6.73)

es llamado el d’alembertiano de R" y se aplica a funciones f € C* (R"), donde C* (R") es
el espacio de funciones C”a valores reales definidas en R".

El operador d’alembertiano puede aplicarse a funciones definidas sobre una variedad
diferenciable.

Definicion 246 Sean (M,g) una variedad riemanniana, % C M un abierto y Xy, ... X, un

sistema local ortogonal de coordenadas en % . Para cada p € U, gij (p) = 8p <8x, ’ aci /) _

<,9%, %j> y (8ij)71 = (gij ) Entonces queda definido, y es independiente de la eleccion
del sistema local ortogonal de coordenadas, el operador diferencial, el cual se aplica a

funciones F (M),

Lo 02
O= Z prea (6.74)

2
2
X1 i=

Es inmediato notar que si M = R", entonces [] de (6.74) es el operador d’alembertiano
definido en (6.73).

Observacion 247 Para el sistema de coordenadas uy, ... ,u,de R, el D’Alembertiano L1f
de una funcion f € F (R}) es

n aZf

Df——ela 1+; prea (6.75)

I/t

-1 sil<i<v,
donde & =
+1 siv+1<i<n.

En adelante, notaremos a los operadores laplaciano y d’alembertiano en R}, con los
simbolos A}, y L1}, respectivamente.

Proposicion 248 Bajo las condiciones de la Observacion 247, si f € F (R")N % (R])
entonces A} f =115 fy Ay f=011 f.

Demostracion.
Por (6.73), L5 f = — 53 +Z" ’ a 2, y por Observacion 224, A} f = —5% —1-): f,

i=2 au
Por lo tanto, A} f = D’g f para toda fe#ZRHNF R}).



112 CAPITULO 6. OPERADORES

Anélogamente,

paratoda f € # (R")N.Z (R}). W

Nos interesa extender, en principio, la definicién del operador d’alembertiano de campos
vectoriales sobre hipersuperficies lorentzianas de L'+

Para eso, consideraremos L con el sistema de coordenadas uj, ..., u, yE = a con
i=1,...,n+1.

Sean M una hipersuperficie n-dimensional de L"*! y, para cada p € M, sean {E;(p),...,
E,(p)} una base ortonormal de 7, (M) y N(p ) E,11(p) el vector unitario normal a 7,,(M).

Como antes, se notan & = <E,,E,) ,i=1,...,n,y Valaconexién inducida de M C L"+.

Definicion 249 Bajo las condiciones anteriores, el operador d’alembertiano de campos
vectoriales queda definido por

n
O=-&Ve Ve + Y &VEVE,. (6.76)
i=2

SeaX € = (M), entonces VE VE X = Z”“ X;;E;. El laplaciano A aplicado a X estd defi-
nido por

n n+1 n n+1
AX=Y &Y X;E;=) & (6.77)
i=1 j=1 i=1 ]:1
Definimos (,), = h{,) tal que
—& sii=1,
hii = { b (6.78)
g en otro caso.
Entonces,
n+1 n+1
OX = —& (AX,E\)E1+ Y & (AX,E;)E; = Y hj; (AX,E;)E;. (6.79)
j=2 j=1
Teorema 250 Dado ]R’f“ con el sistema de coordenadas u,,...,u, y E; = %, coni=

1,...,n+1, sean M una hipersuperficie n-dimensional de R”+1y, para cada p € M, {E|(p),

., Eq(p)} una base ortonormal de T,,(M) y N (p) = E,11 (p) el vector unitario normal a
T, (M) . Entonces, los operadores d ’alembertlano O y laplaciano A aplicados a campos
vectoriales quedan relacionados por

O=Y (AEj),E; (6.80)
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n+1
A= Zl (0,Ej), Ej, (6.81)
J:

donde & = (E,,E;) ,i=1,...,n, V es la conexion inducida de M C ]R’I’Hy el producto interno
(,), estd caracterizado por (6.78).

Corolario 251 Si {E; (p),...,E,(p)} es una base ortogonal de T, (M) y gii = (E;, E;) ;i =

1,...,n+1, entonces
n+1
O=Y (AE)),E, (6.82)
j=1
y
n+1
A=Y (O,Ej), Ej, (6.83)
j=1

donde (g/7) = (gj;))"" v (,), estd caracterizado por

- sij=1,
hj={ ¢ / (6.84)
g/’ en otro caso.
Demostracion.
Se sigue de la igualdad g// = ¢ . Z;’I% a? ;» donde g es la j-ésima coordenada de E;. B

Deseamos obtener [JH para las superficies S2, Hg, S% X R, H' xR, L x S! y L?. Los
campos vectoriales curvatura media H ya son conocidos por (6.30), (6.37), (6.47), (6.55),
(6.57), (6.65) y (6.71).

1) Para H aplicado a 52, por (6.27) y (6.29) se obtiene:

1 sij#2,
hjj = { | G2, (6.85)

cosh? ®

Reemplazando (6.31) y (6.85) en (6.82),

OH = tanh @ g — 2H. (6.86)

2) Para H aplicado a Hg, por (6.35) y (6.36), se obtiene:

-1 si j#2,
hjj = { 1 Sij=2. (6.87)

sinh? @

Reemplazando (6.40) y (6.87) en (6.82),

OH = —cothwd, +2H. (6.88)
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3) Para H aplicado a S} X R, por (6.44) y (6.46), se obtiene:
hj; =1, para todo j. (6.89)
Reemplazando (6.48) y (6.89) en (6.82),
UH=—-H. (6.90)

4) Para H aplicado a H(} X R, por (6.52) y (6.54), se obtiene:

1 siiso
hjj = {1 S%].f ’ (6.91)
sij=2.

Reemplazando (6.56), (6.58) y (6.91) en (6.82),
UH =H. (6.92)
5) Para H aplicado a L x S', por (6.62) y (6.64), se obtiene:
hjj =1, para todo j. (6.93)
Reemplazando (6.66) y (6.93) en (6.82),
UH=—-H. (6.94)
6) Para H aplicado a L?, se tiene que
hjj =1, para todo j. (6.95)
Reemplazando (6.72) en (6.82), se obtiene

UH =0. (6.96)

6.3.2. Cuadro comparativo de los operadores A y [ aplicados al campo vec-
torial curvatura media en superficies de L’

] Superficie \ ds? \ [S] \ H \ AH \ OH ‘
2 —dw*+ (4 9) | -N —tanhw d,,— tanhw d,, —
! +coshwd6? 0 —1 —2H —2H
0 dw?+ (71 0) _N cothw d,,+ —cothwad,,+
0 +sinhwd6? 0 -1 +2H +2H
SI xR —dw>+dr* | (JL9) | —N —H —H
H} xR dw* +dr? (49 [=3N H H
LxS! —di?+de*> | (3°%) | —3N —-H —H
L’ —dr* +dr* (99) 0 0 0
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